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内 容 提要 


本 书 起 点 低 , 但 内 容 丰 富 , 包括 了 现代 数论 的 基本 知识 , 如 : 椭圆 曲线 、p 进 数 、 代 
数 数 域 、 局 部 -整体 方法 等 。 该 书 的 主要 目标 是 证 明 数 论 的 顶峰 之 一 : 类 域 论 。 在 以 往 
的 数论 书籍 中 , 代数 数论 、 椭 圆 曲 线 、 类 域 论 是 分 开 的 三 本 书 , 但 本 书 在 有 限 的 篇 幅 内 ， 
将 三 者 巧妙 地 融 为 一 体 , 使 读者 能 很 快 地 达到 数论 的 一 个 顶峰 。 开 篇 通过 介绍 Fermat 
的 工作 , 给 出 了 现代 数论 的 一 些 定理 的 背景 和 意义 。 对 于 初学 者 难以 掌握 的 类 域 论 , 专 
门 有 一 章 介绍 类 域 论 的 背景 和 主要 定理 的 意义 。 类 域 论 的 主要 定理 通过 应 用 函数 计 
算 Brauer 群 而 得 到 证 明 。 本 书 的 另 一 特点 是 先 承认 一 些 结论 , 然后 推导 出 一 些 进一步 
的 结果 , 而 将 它们 的 证 明 放 在 一 起 一 个 一 个 地 进行 。 

本 书 的 第 零 章 通过 介绍 Fermat 的 工作 和 结果 , 从 而 罕见 丰富 的 、 深 奥 的 数 的 世 
界 。 第 一 章 以 Fermat 的 工作 为 起 点 , 介绍 椭圆 曲线 的 基本 知识 。 第 二 章 介绍 进 数 及 
二 次 曲线 的 Hasse 原理 。 第 三 章 介 绍 了 〈 函数 在 整 点 的 特殊 值 。 这 几 章 适 合 于 仅 知道 
群 、 环 、 域 概念 的 低 年 级 本 科 生 。 后 面 几 章 关 于 代数 数论 和 类 域 论 的 内 容 适 合 于 高 年 级 
本 科 生 和 研究 生 学 习 。 


中 文 版 序言 


我 们 非常 高 兴 看 到 我 们 的 日 文 著作 《数论 》 的 中 文 版 。 我 们 十 分 感谢 译 者 、 编 辑 
和 出 版 者 。 

希望 本 书 的 中 译本 能 吸引 更 多 的 中 国 读者 探索 数 的 奥妙 , 并 进一步 促进 日 中 的 
学 术 交 流 。 


全 体 作者 代表 
再 舱 才 
2009 年 4 月 


亚 
l 


在 本 书 出 版 的 1996 年 前 的 200 年 , 即 1796 年 , Gauss 将 现代 数论 大 大 地 向 前 
推进 了 一 步 , 这 距 今 实在 是 有 些 年 头 了 。 当 时 正 值 十 几 岁 年 龄 段 最 后 一 年 的 Gauss， 
在 是 年 的 3 月 30 日 , 发 现 了 正 十 七 边 形 的 作 图 法 , 4 月 8 日 又 证 明了 被 Gauss 自己 
称 为 “瑰宝” 的 “二 次 剩余 互 反 律 ”( 参 看 本 书 的 82.2), 5 月 31 日 则 提出 了 关于 素数 
分 布 的 “素数 定理 ”的 猜想 , 7 月 10 日 又 证 明了 所 有 自然 数 可 表示 为 不 多 于 三 个 的 
三 角 数 之 和 (参看 本 书 的 80.5), 到 了 10 月 1 日 则 得 到 了 对 以 后 年 代 产生 极 大 影响 
的 关于 有 限 域 系数 的 方程 的 解 的 个 数 的 结果 , 等 等 许多 的 研究 。 所 有 这 些 都 写 在 了 
《数论 I》 及 后 续 的 《数论 I》 中 。 

在 由 简单 地 列举 1,2, 3, 4,… 而 数 出 来 的 数 世界 里 , 隐藏 着 许多 使 得 年 轻 的 Gauss 
着 迷 的 奇特 东西 , 而 一 个 时 代 的 发 现 呼唤 出 下 一 个 时 代 的 更 为 深刻 的 发 现 。100 年 后 
的 1896 年 , 上 述 的 素数 定理 得 到 了 证 明 , 大 约 120 年 后 , 二 次 剩余 互 反 律 在 “类 域 
论 ” 中 得 到 了 发 展 , 大 约 150 年 后 ,Weil 在 考察 了 上 述 10 月 1 日 的 Gauss 的 结果 后 ， 
提出 了 对 于 20 世纪 的 代数 几何 给 予 极 大 影响 的 Weil 猜想 。Gauss 所 琢磨 过 的 瑰宝 
经 后 来 人 们 的 琢磨 更 增添 了 光彩 。 即 便 在 声称 地 球 的 秘境 几乎 已 探索 穷尽 了 的 现代 ， 
在 数 的 世界 里 所 充满 的 谜 还 远 未 被 探索 清楚 ,使 我 们 感到 我 们 所 有 的 并 非 是 一 个 浅 
底 的 自然 界 , 而 是 显示 出 她 的 无 限 丰 厚 。 

在 本 书 中 , 我 们 不 仅 重视 数 所 具有 的 奇特 性 质 , 而 且 也 在 探索 现代 的 数论 , 想 要 
描绘 出 在 它 的 深 处 的 丰富 多 彩 的 世界 。 由 于 作者 们 才 朴 学 浅 , 有 许多 力 所 不 能 及 之 
处 , 如 果 读 者 们 只 要 能 因此 而 感受 到 数 的 不 可 思议 之 处 , 以 及 自然 界 的 丰富 多 彩 , 我 
们 就 颇 感 荣幸 了 。 


加 藤 和 也 , 黑 川 信 重 , 帝 藤 裔 
1996 年 8 月 


写 在 单行 本 发 行 之 际 


本 书 是 将 岩 波 讲座 “现代 数学 基础 ”的 《数论 1 》《 数 论 2》《 数 论 3) 中 的 《 数 
论 1》 和 《数论 2) 合 成 一 卷 改版 而 成 的 。 作 者 们 的 意图 及 愿望 在 前 版 的 《数论 1》 开 
篇 的 “前 言 ” 中 已 经 阐明 , 故 将 该 “前言” 再 录 于 此 。 主要 修改 的 是 “附录 8C 素数 的 
威力 ”, 补充 了 关于 考虑 局 部 域 的 好 处 。 在 本 书 中 , 包含 了 作为 现代 整数 理论 核心 的 
“代数 数论 ”以 及 “类 域 论 ”。 在 这 本 《数论 I》 中 没有 包含 “ 岩 泽 (Iwasawa) 理论 ”和 
“ 自 守 形 式 理论 ”, 对 于 它们 请 阅读 本 书 的 续篇 《数论 工 》( 其 前 身 是 岩 波 讲 座 “ 现 代 
数学 基础 ”的 《数论 3》), 如 能 那样 , 我 们 将 深 感 荣幸 。 


作者 记 识 
2004 年 10 月 8 日 


理论 的 概要 及 目标 


讲 讲 本 书 的 构成 。 


数论 的 基本 点 在 于 , 与 数 所 具有 的 奇特 性 质 相对 照 的 ， 竟 是 令 人 吃惊 的 简单 和 


朴素 。 因 为 数 的 这 种 奇特 性 质 在 被 称 做 现代 数论 鼻祖 的 Fermat 的 工作 


已 很 好 地 


表现 出 来 了 , 所 以 我 们 首先 在 第 零 章 里 介绍 Fermat 在 数论 方面 的 有 关 工作 。 能 否 清 


楚 知 道 在 Fermat 所 发 现 的 每 一 个 事实 的 背后 究竟 潜藏 着 怎样 的 
后 的 各 章 中 去 寻找 答案 吧 。 在 第 零 章 之 后 , 是 现代 数论 中 重要 的 对 象 。 讲 解 了 椭 


世界 , 请 读者 在 以 


曲线 (第 一 章 )、p 进 数 (第 二 章 和 第 六 章 ), 函数 (第 三 章 和 第 七 章 ) 、 数 域 (第 四 章 
和 第 六 章 )、 类 域 论 (第 五 章 和 第 八 章 )。 我 们 把 同一 个 主题 分 成 两 章 来 讲 , 在 前 一 章 
后 一 章 则 进行 全 面 的 讲解 , 这 便 是 我 
们 这 样 做 的 意图 。 辟 如 , 就 类 域 论 的 理论 而 言 , 我 们 以 为 按 第 八 章 那 样 的 叙述 是 最 完 


中 从 易于 接近 之 处 着 手 而 直 奔 其 主题 的 核心 ， 


善 的 , 但 要 说 起 容易 理解 还 要 数 第 五 章 最 为 完善 。 在 第 一 章 中 讲解 了 椭 


线 , 就 是 


说 , 引进 了 在 现代 数论 中 越 来 越 具 重要 性 的 数论 的 代数 几何 方向 。 由 于 从 第 一 章 到 
第 四 章 能 相当 独立 地 进行 阅读 ( 即 非 不 懂 前 一 章 便 读 不 了 后 一 章 , 也 不 是 后 面 的 章 
节 比 起 前 面 的 更 不 容易 懂 ), 那么 请 从 你 认为 容易 读 的 地 方 开始 读 吧 。 


我 们 所 讨论 的 许多 重要 的 对 象 , 因 实际 可 书写 的 篇 幅 不 足 , 许多 只 能 忍痛 割爱 


了 。 我 们 也 不 能 叙述 关于 所 见 到 的 最 新 进展 “Diophantus 逼近 论 ” “超越 数论 ”了 。 
作为 本 卷 的 续篇 的 《数论 工 》 讲 述 了 岩 泽 理论 , 自 守 形式 理论 。 另 外 , 丛书 “ 现 
代数 学 人 门 ”中 的 山本 芳 彦 著 的 《数论 和 人 门 》( 岩 波 书店 , 2003) 和 本 书 合 起 来 读 的 话 ， 


我 们 认为 可 以 补充 本 书 的 不 足 。 


为 了 阅读 本 书 , 作为 预备 知识 希望 读者 掌握 群 、 环 、 域 的 基础 知识 。 对 于 在 第 四 


章 中 使 用 的 Dedekind 环 理论 我 们 在 附录 SA + 
的 Galois 理论 , 则 在 附录 $B 中 安排 了 Galois 


P 有 所 概括 。 而 在 第 五 章 及 以 后 所 
理论 的 一 个 概要 。 


用 到 


.ii 理论 的 概要 及 目标 


建议 读者 实际 地 拿 起 笔 和 纸 , 试 着 写 下 简单 而 质朴 的 例子 。 像 在 天 文学 中 进行 
天 文 观测 是 重要 的 那样 , 在 数论 中 进行 这 样 的 “观测 ”也 是 重要 的 , 试 着 观测 一 下 ， 
那么 奇特 的 景象 就 搁 在 那里 了 。 还 有 , 数论 具有 悠久 的 历史 , 从 历史 中 大 有 可 学 之 处 ， 
建议 读者 也 关心 一 下 数论 的 历史 。 


在 本 书 中 使 用 下 列 记号 . 

世 全 体 整 数 

Q@ 全 体 有 理 数 

了 全 体 实数 

C 全 体 复数 

所 谓 环 是 指 具有 乘法 单位 元 ( 记 为 1) 的 环 , 而 环 同 态 则 将 1 变 到 1. 

对 于 环 4, 用 4x 表示 4 的 可 逆 元 (具有 关于 乘法 逆 元 的 元 ) 全 体 所 构成 的 乘 
法 群 . 特别 地 , 在 4 为 域 的 情形 , 4x 为 0 以 外 的 所 有 元 构成 的 乘法 群 . 


中 文 版 序言 


前 言 


写 在 单行 本 发 行 之 际 
理论 的 概要 及 目标 
数学 记号 与 用 语 


第 零 章 
80.1 
80.2 
80.3 
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id i si CT 
Be 方程 
3 角 数 ,4 角 数 ,5 出 灶 .1 
5 朋 数 ;， 平 考 数 ,立方 娄 ， 
直 名 三 第 形 与 焕 泌 洲 纺 .a 
Re 大 定理 
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811.3 ”Selberg 迹 公式 
811.4 Langlands 猜想 


第 十 二 章 “椭圆 曲线 (ID) 
812.1 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 
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第 零 章 ” 序 一 一 Fermat 和 数论 


350 多 年 来 没有 得 到 证 明 的 Fermat 大 定理 (Fermat's last theorem) 
“ 当 n 不 小 于 3 时 , 不 存在 满足 
i 

的 自然 数 z,y,z” 
却 由 Wiles 在 1994 年 9 月 所 证 明 . Fermat 大 定理 是 Fermat(16011665) 于 大 约 
1630 年 在 自己 读 的 一 本 书 的 空白 边 上 写 下 的 , Fermat 在 此 写 了 “对 此 我 发 现 了 令 人 
惊叹 的 证 明 , 但 由 于 这 里 的 空白 太 小 记 不 下 来 ”这 样 的 话 . 以 后 尽管 经 过 许多 人 的 努 
力 , 一 直 也 没有 能 给 出 它 的 证 明 . 

在 此 序章 中 , 我 们 将 集中 关注 被 称 作 “ 近 代数 论 开创 者 ” 的 Fermat, 回顾 Fermat 
的 有 关 数 论 方面 的 论述 , 以 及 它们 在 后 来 的 数论 里 是 如 何 发 展 的, 而 且 在 本 书 中 还 
要 谈 及 如 何 用 现代 数学 方法 来 处 理 这 些 论 述 . 


80.1 ”Fermat 以 前 


Fermat 大 定理 被 写 在 古代 数学 家 Diophantus 所 著 的 书 《数论 》 中 讨论 方程 式 
到 十 妇 = z2 的 有 理 数 解 部 分 的 空白 边 上 .Fermat 试 着 去 做 把 方程 式 的 2 次 改 为 3 
次 , 4 次 , 5 次 的 情形 . 

方程 式 z? +y? = z? 的 自然 数 解 有 


32+ 和 和 =52，52+122=132， 82 十 152 = 172 


等 等 许多 (参照 82.1). 因为 这 些 自然 数 是 按照 三 平方 定理 (Pythagoras 定理 ) 形成 如 
图 0.1 上 的 直角 三 角形 的 三 条 边 的 长 度 , 所 以 从 古 以 来 都 对 其 重视 有 加 . 在 从 近 4000 
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年 以 前 的 古巴 比 伦 王国 遗址 出 土 的 黏土 板 上 , 写 了 许多 满足 这 个 方程 zz + y? = z? 
的 自然 数 , 如 
1192 + 1202 = 1692 


等 等 . 这 些 是 在 20 世纪 中 期 被 解读 出 来 的 . 想必 写 这 些 黏土 板 的 人 当初 已 经 知道 了 
找 出 这 些 z,y,z 的 方法 了 . 


Z) ) : 
3 8 


图 0.1 三 平方 定理 (Pythagoras 定理 ) 


在 古 希 腊 , 出 现 了 以 被 称 为 首先 证 明了 三 平方 定理 的 Pythagoras (公元 前 6 世 
纪 ) 为 首 的 许多 卓越 的 数学 家 . Pythagoras 也 被 称 为 数论 的 鼻祖 , 他 强烈 地 感觉 到 数 
所 具有 的 神秘 性 , 留 下 了 “万 物 皆 数 ”的 话 . Pythagoras 考察 了 音阶 , 知道 由 具有 漂 
亮 的 整数 长 度 比 的 弦 能 产生 出 美妙 的 和 声 , 因而 整数 的 比 得 到 重视 , 另 一 方面 , 据说 
这 时 不 是 整数 比 的 实数 , 即 无 理 数 , 也 开始 被 发 现 . 

表现 为 整数 比 的 数 是 有 理 数 , 我 们 看 到 它们 在 由 实数 构成 的 数 直线 上 没有 空隙 
地 满 满 地 排列 着 , 但 实际 上 却 存在 像 V5 这 样 的 不 是 有 理 数 的 实数 . 这 个 事实 用 我 
们 的 肉眼 难于 判断 , 而 虽然 只 有 经 古 希腊 数学 所 得 到 的 所 谓 “证 明 ” 方法 之 后 才 认 
知 了 这 个 事实 , 但 据说 Pythagoras 本 人 对 于 亲自 证 明了 无 理 数 存在 这 件 事 则 深 感 惊 
念 , 因 不 知 对 此 该 如 何 解释 而 苦恼 ，(Pythagoras 把 无 理 数 存 在 这 件 事 看 成 是 神 的 失 
败 , 从 而 禁止 弟子 们 向 外 人 说 出 此 事 , 据 传说 , 有 破坏 了 禁令 的 弟子 因 冒 犯 神灵 罪 被 
乘 船 抛 海 而 丧命 . ) 

公元 前 3 世纪 左右 写 就 的 集 古 希腊 数学 之 大 成 的 Buclid 的 《几何 原本 》 中 , 关 
于 数 方面 写 了 “存在 无 限 多 个 素数 ”的 证 明 以 及 关于 最 大 公约 数 、 最 小 公 倍数 等 等 
(几何 原本 》 全 部 13 卷 中 的 第 7 卷 和 第 9 卷 ) . 在 《几何 原本 》 中 还 谈 及 上 述 的 
无 理 数 存在 问题 , 即 关于 “以 整数 比 (有 理 数 ) 为 出 发 点 如 何 得 出 实数 ”这样 的 问题 ， 
从 而 展开 了 更 高 层次 的 实数 理论 的 讨论 (《 几何 原本 》 第 5 卷 ). 这 个 使 Pythagoras 
烦恼 的 , 而 《几何 原本 》 却 讨论 了 很 多 的 “从 有 理 数 为 出 发 点 如 何 得 出 实数 " 的 问题 ， 
在 很 远 以 后 的 19 世纪 才 给 出 了 完全 的 解答 (参看 本 书 82.4) . 

然而 以 19 世纪 所 具有 的 实数 理论 还 不 足以 给 古 希 脂 数学 所 提出 的 “ 何 为 数 ” 的 
问题 打上 终止 符 . 到 了 20 世纪 , 用 从 有 理 数 制造 实数 相近 的 方法 , 在 所 有 的 素数 p, 
人 们 以 有 理 数 为 出 发 点 给 出 了 与 实数 世界 完全 不 同 的 数 的 世界 , 即 “p 进 数 的 世界 ”， 
并 且 事实 已 证 明 p 进 数 (p-adic number) 世界 跟 实 数 一 样 的 自然 , 也 是 重要 的 数 世 
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界 . 有 
{p 进 数 } 2 {有 理 数 } c { 实 数 }， 


关于 这 种 p 进 数 我 们 将 在 第 二 章 中 讲解 . 

综合 了 古 希 腊 数学 流派 的 3 世纪 左右 的 数学 家 Diophantus 写 了 叫做 《数论 》 的 
书 , 论述 了 关于 方程 式 的 有 理 数 解 问题 . Diophantus 以 后 的 数论 到 Fermat 之 前 一 直 
处 在 休眠 状态 . 由 于 在 文艺 复兴 时 代 古 希腊 的 自由 精神 活动 受到 高 度 重视 , Diophan- 
tus 的 《数论 》 被 重新 刻印 , 从 而 使 Fermat 能 阅读 Diophantus 的 《数论 》, 并 受到 激 
励 , 研究 起 了 数论 . 

Fermat 是 法 国 图 鲁 效 地 方 的 一 个 律师 , 与 Descartes 同时 独立 地 开创 了 用 方程 
式 来 表示 图 形 (例如 以 方程 式 多 + 多 = 1 表示 椭圆 ), 还 用 相近 于 微分 法 的 思想 去 
求 函数 的 极 大 和 极 小 , 从 而 得 到 了 发 现 微 分 学 的 线索 , 另 一 方面 则 在 数论 上 留 下 了 
很 大 的 业绩 , 可 以 说 他 是 17 世纪 前 半 叶 最 大 的 数学 家 . 

下 面 介绍 由 Fermat 发 现 并 给 出 了 证 明 的 、 与 数 相关 的 命题 . 它们 都 或 多 或 少 地 
超越 了 古代 的 数学 水 平 , 从 而 宣告 了 近代 数论 的 诞生 . Fermat 所 写 的 证 明 几乎 都 没 
有 流传 下 来 , 但 经 过 以 后 许多 人 的 努力 而 成 功 地 完成 了 对 这 些 命题 的 证 明 . 这 些 命 
题 是 与 方程 的 整数 解 和 有 理 数 解 相关 的 一 些 命题 . 初 看 起 来 , Fermat 的 命题 只 是 对 
各 个 相关 方程 的 零星 事实 的 罗列 . 事实 上 , 与 Fermat 同时 代 的 数学 家 们 也 都 持 有 同 
样 的 看 法 . 

然而 , 像 喜爱 这 些 命题 的 Fermat 大 概 也 感觉 到 的 那样 , 考察 方程 的 整数 解 或 有 
理 数 解 的 许多 问题 都 引导 到 数学 的 深 处 , 这 些 定理 不 过 是 深 藏 的 数学 矿脉 的 矿 头 罢 
了 , 后 来 数学 的 发 展 证 实 了 这 点 . 


80.2 素数 与 二 平方 和 


Fermat 在 他 自己 所 持 有 的 Diophantus 的 《数论 ) 空 白 处 , 对 有 关 该 书 的 他 自己 的 
研究 成 果 写 下 了 48 条 评注 . 这 些 评注 由 Fermat 的 儿子 在 他 死 后 整理 出 版 “Fermat 
大 定理 ”是 这 些 评注 中 的 第 2 条 . (在 足 立 恒 雄 所 著 《 解读 Fermat 》( 日 本 评论 社 ) 中 
对 所 有 的 评注 都 有 介绍 .) 

在 它们 的 第 7 条 评注 中 , Fermat 得 到 了 下 面 的 命题 0.1, 0.2. 


命题 0.1 如 果 p 为 被 4 除 余 1 的 素数 (例如 5, 13, 17 等 等 ) , 则 存在 斜 边 长 为 
D 同样 的 , 三 边 为 整数 的 直角 三 角形 ， 然而, 对 于 除 以 4 余 3 的 素数 (例如 3, 7, 11) 
却 不 存在 这 样 的 直角 三 角形 . 口 


在 前 面 的 图 0.1 中 , 我 们 注意 到 这 些 是 三 边 长 为 整数 而 斜 边 长 为 被 4 除 余 1 的 
素数 5, 13, 17. 同样 是 被 4 除 余 1 的 自然 数 21 ( 它 不 是 素数 ) 却 不 是 三 边 为 整数 的 
直角 三 角形 的 斜 边 . 如 前 所 述 , 从 古代 以 来 人 们 一 直 在 考虑 三 边 为 整数 的 直角 三 角 
形 , 但 首先 看 出 与 素数 的 这 种 关系 的 是 Fermat. 
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命题 0.2 如 果 p 为 被 4 除 余 1 的 素数 , 则 存在 满足 
P=22+ 久 
的 自然 数 z,y. 例如 ， 
5=22+12，13=323 上 +22，17= 42 十 12. 


但 是 , 对 于 除 以 4 余 3 的 素数 p, 连 满足 p == 1? 十 y? 的 有 理 数 都 不 存在 . 口 

这 些 Fermat 的 命题 0.1, 0.2 是 在 20 世纪 中 被 叫做 “类 域 论 (class field theory)” 
的 大 理论 (将 在 第 五 章 , 第 八 章 中 讲解 ) 的 “序曲 ”. 利用 复数 i = VI 进行 考虑 , 则 
命题 0.2 中 被 4 除 余 1 的 素数 有 


5=22+12=(2+1i)(2 1), 
13 = 32+22 = (3+2i)(3— 27), 
17=42+12=(4+i)(4—i) 


这 样 的 形式 , 它们 在 
2Z 轩 = {ae+ 避 | abe 2Z} (Z 为 全 部 整数 的 集合 ) 


中 (失去 了 作为 不 能 分 解 为 积 形式 的 “素数 (prime number)” 性 质 ) 与 分 解 为 积 形式 
有 了 关联 . 在 这 里 出 现 的 2+i,2 一 i,3 十 2i 等 是 Zi 的 “ 素 元 (prime element)”, 相当 
于 Z 中 的 素数 . 正 像 通 常人 们 把 不 为 零 的 整数 唯一 写成 素数 积 那样 (除了 因子 土 1)， 
2 的 非 零 元 也 能 像 通 常 那样 唯一 写成 素 元 的 积 (除了 因子 1, +i). 除 以 4 余 1 的 
素数 在 ZI 中 成 了 两 个 数 的 积 , 而 除 以 4 余 3 的 素数 甚至 在 ZHi] 中 也 是 素 元 . 这 些 
是 隐藏 在 命题 0.2 背后 的 东西 . 

另外 , 在 命题 0.1 方面 , 仍然 可 以 根据 “在 Z 国 中 的 素 分 解 "能 够 做 出 对 


5 一 (2 十 i?(2 一 和 = (3+4)(3 一 4) = 32 十 42， 
13? = (3 + 2i)2(3 — 2i)? = (5 十 121)(5 一 12i) = 52 + 122, 
172 = (4+i)2(4—i)? = (15+8i)(15— 8i) = 152 十 82 


的 证 明 . 

因此 , 命题 0.1, 0.2 都 反映 了 在 数 世界 从 Z 到 Zi] 推广 时 , 素数 分 解 的 情形 由 
素数 被 4 除 时 的 余数 所 决定 这 个 事实 . 所 说 的 “ 数 的 世界 在 推广 时 素数 的 分 解 情形 * 
是 “类 域 论 ”的 主要 课题 , 故而 Fermat 的 命题 0.1, 0.2 被 称 作 “类 域 论 的 序曲 * 在 
后 面 的 80.3 我 们 将 再 一 次 回 到 类 域 论 . 


80.3 p=22+2y, p=22+3,... 5. 


80.3 p=72+2y, p= 2, 
Fermat 还 发 现 了 下 面 的 事实 . 
命题 0.3 如 果 p 为 被 8 除 余 1 或 余 3 的 素数 , 则 存在 使 
p=72+2y 
成 立 的 自然 数 5,y. 例如 
3=1+2x12 11=3+2x1 17=32+2x2. 
但 是 , 对 除 以 8 时 余 5 或 7 的 素数 p, 连 使 p = z2 十 2y? 成 立 的 有 理 数 z,y 也 不 存 
和 口 
命题 0.4 如 果 p 为 除 以 3 余 1 的 素数 , 则 存在 满足 
p=72+3y 
的 自然 数 z,y. 例如 ， 
7=22+3x1?, 13=12+3x22, 19=42+3x12. 
然而 , 对 除 以 3 余 2 的 素数 p, 连 满足 p = z2 十 3y? 的 有 理 数 x,y 都 不 存在 . 口 
命题 0.5 如 果 了 为 被 8 除 余 1 或 7 的 素数 , 则 存在 使 
p=2—2y 
自然 数 z,y. 例如 
7=32—2x1, 17=-2x2 23=52-2x1. 
然而 , 对 除 以 8 余 3 或 5 的 素数 p, 则 其 至 不 存在 有 理 数 z,y 使 得 = z2 一 2y2. 口 


这 些 命 题 的 证 明 , 连同 前 面 的 命题 0.1, 0.2 的 将 在 第 四 章 中 给 出 . 以 现代 数学 的 
眼光 看 , 这 些 命题 也 同样 可 说 成 是 类 域 论 的 序曲 . 
从 
3=12+2x12=(1+V=2(- vV-3), 
7=2+3x12=(2+V-3)(2— VvV-3), 
7=32—2x1?=(3+V2)(3— v3) 


等 等 中 进行 观察 , 命题 0.3, 0.4, 0.5 分 别 反 映 出 在 域 Q(V=5) = {a + bV3 : a,b € 
Q} (Q 是 全 体 有 理 数 ), Q(V=3), Q(V3) 中 的 素数 分 解 的 情形 . 与 命题 0.2 合 在 一 起 ， 
表 0.1 是 上 述 各 个 数 世 界 中 的 可 分 解 的 素数 . 
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表 0.1 


数 的 世界 可 分 解 的 素数 

Q(vV-D) 除 以 4 余 1 的 素数 
Q(v-3) 除 以 8 余 1 或 3 的 素数 
Q(vV-3) 除 以 3 余 1 的 素数 
Q(V3) 除 以 8 余 1 或 7 的 素数 


类 域 论 所 论 及 的 是 像 表 0.1 那样 : “有理数 域 (rational number field) Q 扩张 的 方 
式 以 及 它们 之 间 相 应 的 素数 分 解 情形 ”, 进一步 说 , 要 论 及 的 除了 Q 的 扩张 之 外 , 还 
有 “Q(V=-D,Q(V=5) 的 扩张 及 其 扩张 方式 与 在 Q(V=T),Q(V=5) 中 已 分 解 了 的 素 
数 在 扩 域 中 的 新 分 解 情形 之 间 的 对 应 ”. 详细 的 情形 只 有 在 第 五 章 才 看 到 . 

类 域 论 是 在 Fermat, Gauss, Kummer, Weber, Hilbert 等 许多 人 所 做 的 贡献 之 后 ， 
由 高 木 贞 治 在 1920 年 左右 最 后 完成 而 到 达 了 数论 的 一 个 顶峰 . 

另外 , 还 有 对 z2 + y= 5,z2 十 2y? = 7 等 形 如 az2 + by? = c (a,b,c 为 有 理 数 ) 
的 方程 是 否 存在 有 理解 的 有 趣 的 深刻 理论 , 所 有 这 些 将 在 第 二 章 中 考虑 . 


80.4 ”Pell 方程 


Fermat 也 陈述 证 明了 下 述 事实 . 


命题 0.6 设 N 为 非 平方 的 自然 数 (就 是 说 , 不 是 某 个 自然 数 的 2 次 辕 ). 此 时 ， 
方程 式 
zZ2 - Ny2 =1 
具有 无 限 多 个 自然 数 的 解 . 口 
例如 , 方程 zz -2y? = 1 具有 


32--2x22=1 172? 一 2x122=1, 992 一 2x702=1 


等 等 无 限 多 个 自然 数 的 解 . 

称 形 如 z? - Ny? = 1 的 方程 为 Pell 方程 (Pell equation). 

从 现代 数学 的 观点 看 , 命题 0.6 与 环 ZIVN] = {a +bVN | ab e Z} 有 关 . 如 
果 整 数 z,y 满足 z2? - Ny? = 1, 把 它 改 写 为 (z + yVN)(z -yVN) = 1 时 可 以 看 出 ， 
Z+yVN 是 环 ZIVN] 中 的 可 道 元 (invertible element) (其 倒数 也 是 Z[IVN] 中 元 ). 例 
如 , N = 2 时 , 我 们 已 知 Z[V 引 的 可 逆 元 全 体 为 无 限 集 { 土 (1 + V3)" | ne Z}, Z[V 习 
的 可 逆 元 为 无 限 个 , 从 而 其 背后 的 事实 是 说 z2 -2y? = 1 有 无 限 多 个 自然 数 的 解 . 极 
其 不 同 地 , Z 国 的 全 部 可 逆 元 为 有 限 集合 { 土 1, 十 i}, 这 样 的 可 逆 元 集合 的 情形 , 可 用 
在 第 四 章 “ 代 数 数论 ”的 重要 定理 “Dirichlet 单位 定理 ” (84.2) 给 予 解释 , 在 84.2 中 ， 
将 使 用 Dirichlet 单位 定理 (Dirichlet unit theorem) 证 明 命题 0.6. 


80.5 3 角 数 , 4 角 数 , 5 角 数 ，.… 人 


80.5 3 角 数 , 4 角 数 ,5 角 数 ，… 
Fermat 在 Diophtantus 的 《数论 ) 的 空白 处 写 下 的 第 18 条 评注 是 下 面 的 命题 
0.7. 
命题 0.7 当 n>3 时, 所 有 的 自然 数 可 表示 为 不 超过 n 个 n 角 数 之 和 . 口 
这 里 的 n 角 数 (n-gonal number), 按照 图 0.2 所 描画 的 正 n 角形 中 的 角 点 ( 即 


黑 点 的 个 数 ) 的 数目 . 从 古代 起 , 这 是 些 Pythagoras 派 感 兴趣 的 数 . 例如 , 3 角 数 为 
13,6,10,… , 即 32(z + 1) (z 为 自然 数 ) 形式 的 数 ,4 角 数 为 平方 数 . 


poe 
人 
es 


在 Fermat 所 记 命题 0.7 的 空白 处 , 写 到 了 命题 0.7 是 关系 到 数论 的 许多 深刻 的 
神秘 之 处 , 并 说 关于 这 一 点 他 自己 有 写 一 本 书 的 打算 . 虽然 如 此 , 却 并 没有 写 出 来 . 
我 们 仅 把 命题 0.7 中 四 角 数 部 分 抽出 来 作为 下 面 的 命题 0.8. 


命题 0.8 设 n 为 自然 数 , 则 存在 使 


见 一 22 十 妇 十 22 十 妇 
成 立 的 整数 T,y zt 
例如 ， 
5=22+12+02+02, 7=22+12+12+12,， 15=32+22+12+12. 口 


18 世纪 最 伟大 的 数学 家 Euler 在 知道 了 Fermat 的 命题 0.7 时 颇 为 激动 , 另 一 
方面 也 为 Fermat 所 写 的 证 明 没有 流传 下 来 而 觉得 遗憾 , 并 成 了 Fermat 在 数论 方面 
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的 继承 人 . Euler 不 断 地 把 Fermat 所 断言 的 东西 给 出 了 证 明 , 然而 对 命题 0.8 的 证 
明 却 大 大 地 花 了 一 番 思 索 而 未 能 给 出 . 命题 0.8 的 证 明 在 1772 年 由 Lagrange 继承 
了 Euler 的 工作 而 解决 . 

在 1828 年 , Jacobi 应 用 自 守 形式 给 出 了 命题 0.8 的 新 证 明 . Jacobi 的 方法 将 在 
《数论 工 》 的 89.7 的 定理 9.22 中 给 予 介绍 . Jacobi 的 方法 能 对 n > 0 的 所 有 整数 具 
体 地 给 出 满足 


兄 一 22 十 内 十 委 十 1 
的 整数 4 元 组 (z,2 zu) 的 解 的 个 数 a(n). 这 是 一 个 强 有 力 的 方法 .Jacobi 的 这 个 
方法 使 用 了 
入 a 人 nje2rinz 


n=0 
是 自 守 形式 这 一 事实 . 这 是 自 守 形 式 应 用 于 “二 次 型 数论 " 的 典型 例子 . 
至 此 的 命题 0.1 一 0.8 都 是 把 整数 或 自然 数 表示 为 形 如 z? 十 y?,z? 十 y?2 十 z2 十 w2 
(具有 多 个 变量 ) 这 样 的 二 次 型 的 问题 , 二 次 型 的 算术 便 从 解 这 样 的 一 些 问题 中 成 长 
了 起 来 . 


80.6 3 角 数 , 平方 数 , 立方 数 


到 此 为 止 我 们 所 介绍 过 的 Fermat 的 工作 都 是 表示 为 2 次 赛 的 数 , 从 现在 起 要 
开始 出 现 3 次 宕 的 数 . 称 某 个 自然 数 的 3 次 寡 的 数 为 立方 数 (cubic number). Fermat 
比较 了 立方 数 与 3 角 数 (trigonal number), 立方 数 与 4 角 数 (square number, 平方 
数 ), 叙述 了 下 面 的 命题 . 


命题 0.9 除 1 以 外 的 3 角 数 均 非 立方 数 . 口 
命题 0.10 平方 数 加 2 成 为 立方 数 的 只 有 52 十 2 = 33 的 情形 . 口 
命题 0.11 平方 数 加 4 成 为 立方 数 的 只 有 22 +4 = 23 和 112 十 4 -= 53 的 两 种 
情形 . 口 


命题 0.9, 0.10, 0.11 分 别 是 关于 决定 方程 
y+) = +2=23, +4=20 


的 自然 数 解 的 命题 . 

要 证 明 这 些 命题 (命题 0.1 一 0.8 亦 如 此 ), 不 可 能 空手 而 为 之 , 多 少 都 会 触及 高 
深 的 数学 . 

在 本 书 的 84.1 中 将 以 代数 数论 的 方法 证 明 命 题 0.10, 0.11. (把 六 +2 = za， yp 二 
4 = 23 分 别 改写 为 


WHVDY VD, VHDYy 2D = 
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这 便 能 利用 Z[V= 引 和 ZIV 了] 的 数论 进行 证 明了 ). 

那么 , 命题 0.9 一 0.11 说 到 底 是 讨论 形 如 

(0.1) P= {z 的 3 次 形式 } 
(其 中 (如 果 详 细 地 说 ) 右 端 的 三 次 形式 没有 重 根 ) 的 方程 的 整数 解 .( 在 命题 0.9 中 
如 果 重 写 扫 (y 十 1) = za 为 (2y 十 1)? = (2z)3 十 1, 则 当 将 2y +1 换 成 y 时 便 成 了 
(0.1) 的 形状 ). 

由 形 如 (0.1) 的 方程 所 定义 的 曲线 被 称 作 椭圆 曲线 (elliptic curve) (图 0.3). 椭 
圆 曲 线 并 非 是 通常 所 说 的 椭圆, 而 是 因 与 计算 椭圆 的 周 长 问 题 有 关 得 到 的 名 字 . 这 
节 的 后 面 所 介绍 的 Fermat 的 工作 全 是 有 关 椭圆 曲线 的 . 虽然 Fermat 并 不 具有 椭圆 
曲线 的 思想 , 但 他 是 一 个 考察 椭圆 曲线 非常 多 的 人 . 椭圆 曲线 是 个 具有 非常 丰富 内 
含 的 数学 对 象 . 关于 椭圆 曲线 将 在 第 一 章 以 及 《数论 工 》 的 第 十 二 章 中 讲解 . 


图 0.3 椭圆 曲线 y? = z3 一 2 


80.7 直角 三 角形 与 椭圆 曲线 


Fermat 在 Diophantus 的 《数论 》 的 空白 处 写 下 的 第 23 条 评注 是 下 面 的 命题 
0.12, 第 45 条 评注 则 是 下 面 的 命题 0.13. 另外 , Fermat 还 在 其 他 地 方 论述 了 下 面 的 
命题 0.14. 


命题 0.12 在 给 出 了 一 个 三 边 为 有 理 数 的 直角 三 角形 时 , 则 可 作出 无 限 多 个 具 
有 与 其 面积 相同 且 三 边 为 有 理 数 长 的 直角 三 角形 . 口 

例如 ,Format 说 明了 自已 所 作 的 具有 与 三 边 为 3 4 5 的 直角 三 角形 相同 面积 6 
的 , 三 边 为 ( 亏 近 ,一 ) 的 直角 三 角形 的 方法 . 

命题 0.13 三 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 面积 不 是 一 个 平方 数 . 口 
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命题 0.14 三 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 面积 不 是 一 个 平方 数 的 二 信 . 口 


命题 0.13 和 0.14 各 自 表 明 三 边 的 长 度 为 有 理 数 而 面积 为 1 或 2 的 直角 三 角形 
也 不 存在 . (如 果 这 样 的 三 角形 存在 , 对 三 边 都 乘 同一 自然 数 ， 则 得 到 整数 长 的 边 , 而 
面积 仍 为 平方 数 或 平方 数 的 二 倍 .) 

像 在 81.1 中 将 指出 的 那样 , 设 d 为 正 的 有 理 数 , 则 给 出 一 个 三 边 为 有 理 数 而 面 
积 为 d 的 直角 三 角形 , 从 本 质 上 讲 , 等 同 于 给 出 了 方程 y? = z3 - dzz 除了 (z,y) = 
(0,0), (二 4,0) 之 外 的 整数 解 ， 命 题 0.13, 0.14 分 别 表明 , 当 d = 1,2 时 方程 y? = 
ZT3 一 dz 除 (z,y) = (0,0), (+q,0) 之 外 不 存在 其 他 的 有 理 数 解 (对 于 d = 1 在 83.1 
对 此 有 证 明 ), 而 命题 0.12 说 的 是 , 方程 y? = z3 - dz 除 (z,y) = (0,0), (+d， 0) 之 外 
如 果 还 有 其 他 的 有 理 数 解 , 则 具有 无 限 多 个 有 理 数 解 . 

关于 椭圆 曲线 的 方程 (假设 系数 为 有 理 数 ) 是 否 有 无 限 多 个 有 理 数 解 的 判断 方 
面 , 有 著名 的 被 称 作 Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜想 的 极其 重要 的 猜想 (参看 《 数 
论 工 》 的 第 十 二 章 ). 对 此 猜想 现在 正在 取得 各 式 各 样 的 进展 . 证 明了 费 马 大 定理 的 
Wiles 就 是 从 研究 Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜想 开始 他 的 数学 生涯 的 . 


80.8 Fermat 大 定理 


前 面 所 介绍 的 Fermat 所 宣布 的 结论 , 在 后 代 人 们 的 努力 之 下 完成 了 它们 的 证 
明 , 但 只 有 一 个 Fermat 大 定理 直到 最 后 还 留 下 未 被 证 明 , 故而 它 被 称 做 “ 最 后 定 
理 ”( 在 我 国 , 按 习惯 一 直 叫 它 为 “大 定理 ” 译 者 ). 

Fermat 对 这 个 大 定理 在 n = 4 的 情形 ( 即 不 存在 满足 z4 十 y= z4 的 自然 数 
Zz,y,z) 的 完全 证 明 有 着 清楚 的 了 解 . 之 所 以 这 样 说 , 是 因为 对 自己 的 各 个 结论 几乎 
都 没有 写 下 来 的 人 来 说 , Fermat 罕见 地 把 前 述 命题 0.13 的 证 明 在 Diophantus 书 的 
空白 处 写 了 下 来 , 从 而 作为 这 个 证 明 的 副 产 物 自然 地 给 出 了 n = 4 情形 的 证 明 ( 参 
看 81.1). 

在 Fermat 的 生涯 中 , 对 大 定理 以 外 的 本 章 所 介绍 的 评注 都 数 次 告诉 了 他 所 部 
悉 的 人 ; 而 上 了 年 纪 以 后 , 一 直 要 把 n = 3 时 的 大 定理 作为 自己 所 得 到 的 重要 结果 让 
人 知道 . 从 Fermat 为 向 他 人 表明 而 写 的 书信 (证 明 的 概要 等 ) 来 看 ， 关于 这 些 结论 ， 
Fermat 或 许 得 到 了 证 明 或 近乎 于 证 明 的 东西 . 但 是 , 关于 n 为 不 小 于 5 的 Fermat 
大 定理 , 除 Fermat 在 那 本 Diophantus 的 书 的 空白 处 作为 自 己 笔 记 而 写 下 的 东西 外 ， 
并 没有 告诉 过 其 他 任何 人 ; 此 后 , 人 们 在 努力 中 终于 明白 Fermat 大 定理 的 证 明 是 件 
极其 困难 的 事 . 现在 看 来 , Fermat 以 为 证 明了 大 定理 的 事 是 一 时 想 错 了 吧 . 

后 代 人 们 在 努力 进行 Fermat 大 定理 的 证 明 时 ， 也 带 给 了 数学 多 次 的 发 展 , 其 
中 特别 重要 的 是 19 世纪 中 期 Kummer 的 研究 , 以 及 当今 证 明了 Fermat 大 定理 的 
Wiles 的 研究 . Fermat 方程 


Ey 


习 题 “11: 


在 把 n 次 本 原单 位 根 cos 至 + isin 至 记 为 bn 时 , 可 写成 
2 =(2—)(2— ny) (2 — 6 yy) 
所 谓 的 “ 积 = 积 ” 的 形式 . 于 是 , 在 环 
2Z[Gn] = {ao+alGn 十 … 十 ar 人 |r 关 0，ao ,are2} 


中 , 如 果 成 立 与 整数 环 2 同样 的 素 元 唯一 分 解 理论 , 并 把 上 面 的 zx, > 一 Gy (k = 
0,1,… ,n 一 1) 等 看 成 是 素 元 的 乘积 , 便 能 够 证 明 Fermat 大 定理 ; 事实 上 , 对 几乎 所 
有 的 mw 在 也 以 及 80.2 中 出 现 的 环 Zl 上 成 立 的 法 则 “0 以 外 的 所 有 的 元 能 像 通常 
那样 唯一 地 被 素 分 解 (factorization in prime elements)” 在 Z[Gn] 中 均 完全 不 成 立 . 

Kummer 发 现在 Z[G] 中 可 用 “ 素 理想 分 解 (factorization in prime ideals)”(84.2) 
来 代替 素 元 分 解 , 从 而 开启 了 将 在 第 四 章 中 介绍 的 代数 数论 领域 (探索 像 Z[Cn] 这 类 
环 的 有 关 法 则 的 理论 ) , 使 得 能 够 对 许多 n 证 明 Fermat 大 定理 (参看 84.4). 

Kummer 在 这 一 研究 中 仔细 地 考虑 了 p 进 数 , 发 现 了 在 Z[Cn] 的 数论 、p 进 数 、 
以 及 18 世纪 Euler 所 发 现 的 ¢ 函数 


1 
二 
n=1 


(参看 第 三 章 ) 这 三 个 对 象 之 间 存 在 着 奇妙 的 联系 . 到 了 20 世纪 , 这 发 展 成 为 我 们 将 
要 在 《数论 I》 中 讲解 的 岩 泽 理论 (Iwasawa theory). Wiles 拓展 了 岩 泽 理论 , 以 及 我 
们 将 在 《数论 工 》 中 讲 到 的 自 守 形式 理论 , 还 有 相关 的 椭圆 曲线 的 数论 , 运用 他 所 进 
行 的 深入 考察 , 这 一 次 终于 证 明了 Fermat 大 定理 . 

Wiles 的 关于 Fermat 大 定理 的 证 明 详 情 在 岩 波 讲座 “现代 数学 的 进展 ”的 
《Fermat 猜想 》 卷 中 有 介绍 ,《 数 论 工 》 的 812.2 也 有 概述 . 

前 面 我 们 已 叙述 了 Fermat 的 工作 与 现代 数学 的 关联 . 近代 数论 的 创始 者 Fer- 
mat 是 一 个 感觉 到 数 世界 奥秘 深度 的 人 . 依照 古 希腊 Pythagoras 所 说 “万 物 皆 数 ” 
的 思路 我 们 或 有 所 悟 : 现在 深层 的 数论 正和 有 关 宇 宙 及 基本 粒子 的 深层 物理 学 联系 
了 起 来 . 数 世 界 的 深度 吸引 了 以 Pythagoras, Fermat 为 首 的 人 们 , 在 那里 表现 出 了 
我 们 所 在 宇宙 的 深度 . Fermat 以 来 的 350 年 , 数论 随时 间 在 前 进 , 人 们 越 来 越 明 白 在 
那个 地 方 藏 着 很 深刻 的 东西 . 


习题 


0.1 证 明 对 不 小 于 2 的 自然 数 n,5 的 n 次 根 为 无 理 数 . 
0.2 指出 V2 + V3 为 无 理 数 . 
0.3 将 素数 29, 37,41, 53 表示 为 z2 + 92 (z,y 为 整数 ) 的 形式 . 
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0.4 Diophantus 说 , “三 边 长 是 整数 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 为 5 与 13 的 积 , 故 
由 652 = 632 +16? = 56? + 332 知 , 三 边 长 为 整数 的 两 个 不 同 直角 三 角形 斜 边 长 可 为 
65 = 5 x 13”. 像 80.2 那样 , 利用 在 Zli] 中 的 素 元 分 解说 明 它 . 
0.5 由 172 一 2 x 12? = 1,99? 一 2 x 702 等 等 z? -2y? = 1 的 自然 数 解 作 分 数 
17 


二 有 世 = 1416… ,而 = 1.414 28… 等 , 得 到 了 与 V3 = 1.414 21.… 非常 靠近 的 
数 . 


说 明 其 理由 . 
0.6 ”指出 有 无 限 多 个 既 为 三 角 数 又 为 平方 数 的 数 . 
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本 章 的 目的 是 介绍 椭圆 曲线 并 介绍 数论 中 有 关 椭 圆 曲 线 的 重要 的 Mordell 定理 
的 证 明 的 主要 部 分 . 


81.1 Fermat 与 椭圆 曲线 


(a) zt 十 yt = z4 与 椭圆 曲线 


像 在 80.7 所 讲 过 的 那样 , Fermat 在 Diophantus 书 的 空白 处 写 下 了 “不 存在 三 
边 长 为 整数 而 面积 为 平方 数 的 直角 三 角形 ” (命题 0.13) 的 证 明 . 而 且 在 其 证 明 中 实 
际 上 完成 了 对 下 面 命 题 的 证 明 . 


命题 1.1 不 存在 满足 4 十 yt = z4 的 自然 数 zy,z. 口 


试 着 把 Fermat 对 命题 0.13 的 证 明 以 现代 的 风格 改写 一 下 , Fermat 便 能 通过 对 
椭圆 曲线 y? = z3 - z 进行 的 考察 作出 解释 . 像 在 本 节 的 (c) 小 节 将 要 说 明 的 那样 ， 
命题 0.13 等 价 于 下 面 的 命题 1.2. 因此 , 命题 1.1 也 可 以 归结 到 命题 1.2. 


命题 1.2 y? = z3 - z 的 有 理 数 解 只 有 
(z,y) = (0,0), (+1, 0). 各 


命题 1.1 归结 到 命题 1.2 可 理解 如 下 . 如 果 存 在 满足 
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的 自然 数 z,y,z, 由 于 它们 ( 属 小 移 项 ,再 乘 以 所 即 知 ) 满足 
2zN2 ” 芝 3 22 
(再 ) K (5) ee 
故 存在 满足 方程 y= z3 - z 的 y 承 0 的 有 理 数 . 这 与 命题 1.2 矛盾 , 因此 如 果 证 明 
了 命题 1.2, 那么 命题 1.1 便 得 到 了 证 明 . 命题 1.2 的 证 明 (将 Fermat 在 Diophantus 
的 书 的 空白 上 所 写 的 命题 0.13 的 证 明 重新 改 叙 ) 将 在 本 节 的 (d) 小 节 中 给 出 . 
(b) 椭圆 曲线 
在 序章 中 曾 说 过 , Fermat 所 说 “ 1 以 外 的 三 角 数 非 立 方 数 " 可 以 通过 关于 


= 
3 十 1 的 整数 解 的 观点 进行 解释 , Fermat 还 宣称 y? = zs 一 4 的 自然 数 解 只 有 (z,y) = 
(2, 2), (5, 11). 我 们 现在 把 这 些 曲 线 


P= -72 =2+1, =r -4 


的 图 像 画 出 来 (图 1.1) . 


区 2 » 
(2.3) 0 
] 
(2,2) 
| I0 1 x -1\ 0| 了 (2,-2) 
-ll 
(2—3) 
(5,—11) 
y=x3—x y=x3+1 y=x3-4 
图 1.1 椭圆 曲线 


称 它们 为 有 理 数 域 Q 上 的 椭圆 曲线 . Q 上 的 椭圆 曲线 是 由 形 如 下 面 的 方程 给 出 
的 曲线 : 

(*) 妇 =azs+br2+cr+d (a,b,c,de Q), 
其 中 a 关 0, 而 且 右 端的 三 次 式 没有 重 根 . 

当 K 为 特征 非 2 的 域 时 , 将 (*) 中 “a,b,c,d e Q@” 换 作 “a,b,c,d e K”, 则 成 了 
“K 上 椭圆 曲线 ”的 定义 . 本 章 中 专门 考察 Q 上 的 椭圆 曲线 , 而 特征 2 时 的 椭圆 曲线 
则 不 予 叙述 . 对 


=2, =2(r+1) 
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之 类 的 右 端 具 重 根 的 我 们 则 不 称 之 为 椭圆 曲线 . 在 它们 的 图 像 (图 1.2) 中 可 看 出 所 
引起 的 不 正常 的 地 方 , 即 具有 奇 点 ( 在 这 些 曲线 中 的 点 (0,0)). 


入 下 


y=x3 y=x2(x+1) 


图 1.2” 非 椭圆 曲线 的 图 像 


在 图 1.1 中 画 上 的 点 “。” 是 各 条 椭圆 曲线 上 的 整 点 (z 坐标 和 y 坐标 均 为 整数 的 
点 ). z 坐标 和 % 坐标 均 为 有 理 数 的 点 被 称 为 有 理 点 了解 椭 圆 曲线 的 整 点 (integral 
point) 和 有 理 点 (rational point) 是 Fermat 所 喜欢 的 课题 , 实际 上 这 也 是 在 本 书 中 进 


行 讨论 时 


图 1. 
含 了 命题 0.9. 对 于 


给 出 . ) 


所 关联 到 
1 的 椭圆 


的 数学 的 深层 次 的 地 方 . 
曲线 的 整 点 仅仅 是 记 以 。 的 点 . (对 于 妇 = z3 + 1 的 这 个 断言 区 
妨 = 73 一 4 的 这 个 断言 则 相当 于 命题 0.11, 其 证 明 将 在 84.1 中 


我 们 已 经 知道 , 一 般 说 来 , 椭圆 曲线 上 的 整 点 并 非 有 限 个 (Mordell, Siegel). 另外 ， 


不 是 椭圆 曲线 的 y? = z3, y? = z2(z + 1) 不 成 立 整 点 的 有 限 性 , 事实 上 (n3,n?) (ne 
了 ) 为 y= za3 的 无 限 多 个 整 点 , 而 ("2 一 1,n(n? 一 1)) (neZ) 是 好 = zz(z+l) 的 


无 限 多 个 整 点 , 可 以 考察 到 这 些 曲线 图 形 的 变异 与 整数 理论 的 变异 的 相关 性 . 


另 一 方面 , @ 上 的 椭圆 曲线 的 有 理 点 既 可 是 有 限 个 也 可 是 无 限 个 . 图 1.1 上 ， 
妨 二 z3 一 z 的 有 理 点 (根据 命题 1.2) 只 是 记 为 。 的 点 , y? = za 十 1 的 有 理 点 也 是 记 
为 。 的 点 , 但 这 = aa -4 的 确 存在 (时 罗 ) 等 等 无 限 多 个 有 理 点 . 围绕 着 实 
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曲线 的 有 理 点 , 无 论 是 81.3 的 Mordell 定理 , 还 是 将 在 《数论 工 》812.1 中 介绍 的 


Birch 和 Swinnerton-Dyer 猜想 等 等 重要 的 定理 及 猜想 现在 都 在 进行 着 活跃 的 研究 . 


(c) 直角 三 角形 和 椭圆 曲线 


有 关 直 角 三 角形 的 Fermat 的 命题 0.13 等 价 于 “不 存在 三 边 长 为 有 理 数 而 面积 
为 1 的 直角 三 角形 ”. 它 等 价 于 关于 椭圆 曲线 的 命题 1.2 的 断言 可 由 下 面 的 引 理 1.3 
中 d= 1 的 情形 得 到 . 


引 理 1.3 设 d 为 正 有 理 数 , 则 下 列 条 件 (i)-(ii) 等 价 
(i) 存在 三 边 长 为 有 理 数 而 面积 为 d 的 直角 三 角形 . 
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人) 存在 以 三 个 有 理 数 的 平方 构成 公差 为 d 的 等 差 数列 . 


( 道 ) 92 = z3 一 dz 存在 除 (z,y) = (0,0),( 士 d,0) 以 外 的 其 他 有 理 数 解 . 口 
2 2 2 
例如 , 三 边 为 3 4 5 的 直角 三 角形 的 面积 为 6 (二 ) , (号 ) ,( 了 】 成 为 公差 


为 6 的 等 差 数列 .“ 对 什么 样 的 数 a 存在 由 有 理 数 的 平方 的 三 个 数 构成 公差 为 d 的 
等 差 数 列 ?”( 根 据 引 理 1.3, 它 等 价 于 问题 “什么 样 的 数 a 能 构成 三 边 为 有 理 数 的 直 
角 三 角形 的 面积 ") 是 自古 以 来 就 引起 兴趣 的 问题 , 可 以 在 1000 年 前 的 阿拉 伯 的 数 
学 文献 中 看 到 它 . (这 时 在 欧洲 被 遗忘 的 古代 数学 被 输入 到 阿拉 伯 文 化 之 中 , 并 且 -一 
点 一 点 地 成 长 , 到 了 文艺 复兴 时 代 又 反 过 来 输入 回 到 欧洲 .) 

引 理 1.3 可 由 下 面 的 引 理 1.4 得 到 . 引 理 1.3 的 条 件 i)，(i，(i) 分 别 地 由 引 
理 1.4 在 天 =@ 的 情形 下 ha, Ba, Ca 各 为 非 空 集合 的 断言 得 到 . 


引 理 1.4 设 K 特征 非 2 的 域 , 取 deK, 并 令 集 合 Aa, Bu Ca 为 


As={(z,12) EKxXKxK|z + = 2, jy= 路 
Ba={(wv,w) EKxKxK|w+d=v,v+d= w)}, 
Ca={(z,y) EK xK|y=7— dz, y@#0}. 

于 是 , 4u, Ba, Ca 间 存 在 相互 一 一 的 映射 . 口 

实际 上 , ha 与 Ba 间 可 构造 互 着 的 一 一 映射 
2 一 Z 2 Z 十 2 
A 5 
Ba = Aa: (u,v,w) 3 (WV — ,wy + ,20). 


例如 , (35,45 eh 对应 于 (对 于) eB, 而 (GE), (2) 和 了 公关 


4a 一 Ba: (2,y,2) 号 


27 3 3 3 
为 6 的 等 差 数列 . (5, 12, 13) < 4so 对 应 于 他 旦 台 ) E Bao, 而 人 的: (3), (#) 
构成 了 公差 为 30 的 等 差 数列 . 
另外 ,Ba 与 Ca 之 间 的 一 一 映射 的 存在 性 由 下 面 的 引 理 1.5 中 的 a = d,b= 
0,c= -d 的 情形 得 到 . 
引 理 1.5 设 开 为 特征 不 为 2 的 域 , 取 a,b,c 为 KK 中 不 同 的 元 , 令 集 合 玉 全 可 
为 
B={(v,w) EKxKx K+ta=v+b=w +e), 
C={(z,Y) eKx Kly = (0 a)(z—b)(z -0o)}, 
C={(z,9) EKx Ky = (0— a)(r -bro0),y #0} 
=G— {(a,0), (6,0), (ec,0)}. 
En 


§1.1 ”Fermat 与 椭圆 曲线 Its 


(1) 存在 互 逆 的 映射 1: B 一 0,g:C 一 B: 
fw v0,w) = (w+ at uw + vw + wu (to) + ww) w+), 
g(z,y) = (#{e -0 — (6 -a)(c—o)}, te -0)? — (a —b)(c—b)}, 
(ed 0}). 
(2) 存在 映射 
h: B=—C:h(w,v,w) = (w+a,uvw). 口 

引 理 1.5 的 证 明 是 不 需 费 工夫 的 简单 验证 , 故 省 略 之 . 

注 记 1.6 在 引 理 1.5 中 , 复合 映射 hog : C 一 G 被 称 为 椭圆 曲线 y? = (z 一 
Q(z 一 b)(z 一 0) 的 “2 倍 映射 "( 参 看 81.2). 这 个 hog 的 像 ( 因 9 为 一 一 的 , 故 与 h 
的 像 一 致 ), 由 h 的 定义 便 能 明白 , 与 下 列 集 
{(z,9y) EK x Kly = (2 —a)(z —b)(z—0), z—a,z— b,c 都 是 K 中 的 平方 元 } 
相同 . 我 们 在 后 面 要 用 到 这 个 事实 . 

从 上 面 我 们 明白 了 命题 0.13 与 命题 1.2 等 价 . 

(d) 命题 1.2 的 证 明 

证 明 y? = z3 -zx 的 有 理解 只 有 (0,0), ( 士 1, 0). 

对 于 有 理 数 a， 设 其 既 约 分 式 表示 为 a = 0 我 们 定义 其 高 (height) 有 (a) 为 
max(|nl, |m)). 

这 里 的 max(a,b) 表示 a,b 中 大 的 那个 数 . 但 是 当 a = b 时 表示 a ( 即 5). 又 ， 
min(a,6b) 则 表示 a,b 中 小 的 那个 数 , a = 时 表示 a ( 即 b). 例如 ， 

H (-3) 三 本 人) 一 7， (0) 1 (因为 0 的 既 约 分 数 表示 为 了 

假设 2 = zs - z 存在 有 (0,0), (十 1,0) 以 外 的 其 他 有 理 数 解 , 并 选取 其 中 = 坐 
标的 高 度 的 最 小 者 , 以 (zo,yo) 记 之 . 证 明 的 方法 是 构造 一 个 不 同 于 (0,0), (+1,0) 而 
其 z 坐标 的 高 比 zo 还 要 小 的 y? = zs -xz 的 有 理解 , 从 而 导出 矛盾 . Fermat 把 在 其 
研究 中 经 常 使 用 的 不 断 构造 同一 个 方程 的 “更 小 的 解 ” 从 而 导出 矛盾 的 方法 称 之 为 
“无 限 下 降 法 ”(infinite descent). 

证 明 由 下 面 的 三 个 步骤 (i),(ii),( 阁 ) 组 成 . 

(i) 证 明 可 取 zo > 1. 

(i) 于 是 取 zo > 1. 证 明 由 (zo 一 1)zo(zo 十 1) = 台 一 zo = 她 为 有 理 数 的 平方 
从 而 推导 出 实际 上 zo - 1, zo, zo + 1 全 都 是 有 理 数 的 平方 的 结论 . 

(者 ) 在 引 理 1.5 中 , 考虑 天 = Q,a = 1,b = 0,c = -1 的 情形 . 在 此 可 以 考虑 映射 


hog:C-{(s) EQxQ|y=0 0,y#0 0-{(,) EQxQ| =)}. 
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从 zo 一 1, zo,zo +1 是 有 理 数 的 平方 , 并 由 注 记 1.6 知 , 存在 使 ho g(z1,y) = 
(zo,yo) 成 立 的 (z1,W1) s C. 此 时 , 我 们 来 证 明 H(z1) < H(zo0). 

首先 证 明 步 又 (i): 可 取 zo > 1 的 原因 . 假设 (z,y) 为 不 同 于 (0,0) 的 =z3 一 zx 
的 有 理解 , 则 (3 雪 ) 也 是 个 有 理解, 目 万 (z) = a(- 1). 因此 可 取 zo > 0, 再 
由 (zo 一 1)zo(z0+1)= 锯 >0 知 zo>1. 

下 面 是 步骤 (ij)). 取 zo > 1, 并 表 其 为 既 约 分 数 zo = m > n > 0 的 形式 ， 
如 果 m,n 均 为 奇数 , 则 令 


Zo 二 1 _ (m+n)/2 
zo-1 (mm 一 m/2 
而 (z6,2yo/(zo - 1)2) 也 是 y? = z3 -x 的 有 理解 . 因 


H(z0) < max (于 "2 


0= 


) < max (m,n) = 五 (zo)， 


故 与 五 (zo) 的 最 小 性 不 合 , 从 而 m,n 中 至 少 有 一 个 为 偶数 , 再 由 普 元 的 既 约 性 知 ， 
m,n 中 必定 有 一 个 为 奇数 . 因 


(zo — 1)zo(zo + 1) = OE) 


为 有 理 数 的 平方 , 故 乘 以 nt 后 知 mn(m 一 n)(m +m) 为 整数 的 平方 . 


问题 1 在 这 里 我 们 用 到 了 “如 果 整 数 a 为 某 个 有 理 数 的 平方 , 则 a 为 整数 的 平方 * 这 个 事 
实 ; 请 给 出 此 事实 的 证 明 . 

下 面 , 我 们 要 指出 m,n,m 一 n,m +n 两 两 互 素 ( 即 无 公共 素 因子 ), 所 担心 的 只 
是 m 一 n 和 m+n 是 否 互 素 , 它们 的 公共 素 因子 应 除 尽 2m = (m—n)+(m+n) 和 
2n 二 (m 十 n) 一 (m 一 n), 所 以 只 能 是 2. 但 是 , 因 mm -n,m +n 均 为 奇数 , 故 2 也 不 
是 公 因 子 . 

按照 下 面 的 引 理 1.7 中 k= 2 的 情形 , 知道 m,n,m -n,m +n 中 每 一 个 都 是 平 
方 数 , 因此 , zo = 了 ,mo -1= 卫 ,azo+1= 2 中 每 一 个 都 是 有 理 数 的 平方. 

引 理 1.7 设 有 为 一 自然 数 , 又 设 Qa1,.… ,ar 为 两 两 互 素 的 自然 数 且 其 积 al ar 
为 某 个 自然 数 的 上 次 恩 . 此 时 则 对 各 个 i 二 1,.… ,7, ai 也 为 某 个 自然 数 的 大 次 霸 . 口 


问题 2 证 明 引 理 1.7 (提示 : 考虑 各 个 ai 的 素 分 解 ). 


下 面 转向 步骤 (ii), 我 们 取 依 照 步骤 (过 ) 所 描述 的 那样 的 zi, ws 并 证 明 H(z1) < 
五 (zo). 由 hog 的 定义 得 到 


tl) 
站 4(z3 — 21)" 


设 zi = 为 既 约 形式 , 则 
5 (r2 出 [3 
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81.2 ”椭圆 曲线 的 群 结构 “19. 


这 里 的 分 子 与 分 母 的 公约 数 不 大 于 4. (理由 : 容易 知道 分 子 分 母 的 共同 的 素 因子 如 
果 存 在 必 是 2. 因此 其 最 大 公约 数 是 2 的 寡 . 但 是 , r? + s? 为 偶数 时 , 7, s 必定 都 为 奇 
数 , 因而 ”2, s? 都 在 除 以 4 时 余 1, 从 而 ?+s? 除 以 4 余 2, 而 (r? 十 s2)? 不 能 被 8 
除 尽 .) 故 


H(z0) > 3(r? + 2)? > Fmax(rl, |s))’ > max(lrh sl). 


这 里 最 后 的 >, 由 zl 关 0, 士 1 从 而 五 (z1) > 2 得 出 . 

命题 1.2 得 证 .在 这 个 证 明 中 使 用 了 将 在 81.2 中 讲述 的 椭圆 曲线 的 群 结构 与 
“高 ”的 思想 . 实际 上 , 像 在 注 记 1.6 中 所 看 到 的 , 证 明 的 步骤 ( 阁 ) 用 了 “2 倍 映射 ”. 
另外 , 在 步骤 (i),(i) 中 对 应 于 椭圆 曲线 y? = z3 - z 上 点 P(z,y) 的 这 条 椭圆 曲线 


J z+1 ”各 a Ee 
的 点 9( -上 葵 ) ， 忆 (2 二 二 2 )， 便 是 由 所 谓 的 本 加 和 遇 线 的 群 结构 得 到 的 ， 


Q@Q = 已 + 点 (0,0)， 瓦 = -已 + 点 (1,0). 


81.2 椭圆 曲线 的 群 结构 


从 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 的 已 知 有 理 点 出 发 , 我们 有 求 出 其 他 有 理 点 的 方法 . 考 

虑 在 图 1.1 中 展示 的 椭圆 曲线 y? = z3 - 4. 在 此 椭圆 曲线 的 有 理 点 (2,2) 处 引 一 条 

切线 , 它 与 此 曲线 的 其 他 交点 为 有 理 点 (5, 11). 连接 点 (2,2) 与 点 (5,- 11) 的 这 条 
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直线 交 此 曲线 于 第 三 个 点 , 得 到 有 理 点 (Ce . 能 够 有 这 种 过 程 的 背景 是 椭 


曲线 具有 和 群 结构 (group structure) 的 原因 . 讨论 这 个 群 结构 是 81.2 的 目的 . 
(a) 椭圆 曲线 群 结构 的 定义 


设 K 为 特征 非 2 的 交换 域 , 考虑 K 上 的 椭圆 曲线 E 的 方程 


=ar3+br +crt+d 


(其 中 ,b,c,d e Ka 关 0, 右 端 的 三 次 式 没有 重 根 ). 这 个 方程 在 K 中 的 解 集合 为 


{(z,y) EK x K |y =ar+br? + er+td)}, 
我 们 以 某 个 点 O 附加 在 这 个 集合 上 , 即 
E(K)={(z,y) EK x K |y=ar?+br?+cr+d}U{0}, 


则 在 其 中 可 自然 地 引进 交换 群 的 结构 . 现 叙述 如 下 . 这 里 的 点 O 并 非 点 (0,0), 是 完 
全 新 的 一 个 附加 点 . (关于 点 O 的 意义 我 们 将 在 以 后 叙述 .) E(K) 的 群 结构 (写成 加 
法 形式 ) 大 体 上 说 可 按照 下 面 的 公理 () 一 (ii) 定义 . 

(i) O 为 单位 元 . 
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(i 当 PQ e E(K), P 隐 0,Q@ 了 0, 连接 P,Q 的 直线 与 这 条 椭圆 曲线 交 于 第 三 
个 点 , 设 其 为 R(z,9), 则 点 (zx, 一 y) eE E(K) 为 P+Q (图 1.3). 
(着 ) 当 Pe E(K), PO, 设 其 坐标 为 (z,y), 则 已 的 逆 元 为 (z, 一 y). 


图 1.3 
例如 , K = Q, 而 椭 加 曲线 为 = za 一 4 时, 取 PP = (2.2) 9 = (5,-11), 则 
P+8 一 ( 各 区). 我 们 正确 地 忽 壕 了 E(K) 的 元 PQ 的 和 P+Q eB(K) 的 


定义 . (在 上 述 的 “公理 ” 中 , 当 P 与 @ 相同 时 该 如 何等 细节 已 经 省 略 了 ). 

卫 二 0O 时 我 们 定义 O+8=Q, 而 =0O 时 定义 P+0=P. 当 P#0,8#0 
时 , 设 PP 的 坐标 为 (z1,y1), @ 的 坐标 为 (z2,y2). 先 假定 zi 六 z2. 此 时 连接 已 和 Q 
的 直线 由 方程 

(1.1) y= 代 = 和 (e-) + 
给 出 . 现 来 求 此 直线 与 这 条 椭圆 曲线 的 交点 ; 将 (1.1) 代入 y? = aza + br? +cv+d 
中 , 得 到 形 如 

qz3 +rz2 十 sz 十 t 一 0 (gr,s,t€ K, gq#0) 


的 三 次 方程 ， 因 为 > = z1,z = zo 都 是 这 个 方程 的 解 , 故 gz3 + rz2 + sz +t 被 
(Z 一 21)(z 一 32) 除 尽 , 从 而 可 以 因 式 分 解 为 下 面 的 形式 : 


qz3+rz2 二 sr+t=dq(z 一 zij(z 一 Z2)(z 一 zs)，za EK. 


在 直线 方程 (1.1) 中 令 z = zs 并 设 y 所 取 值 为 w, 又 令 ys = -ys , 则 (zs,V4) 便 是 
刚才 公理 (ii) 中 所 说 的 “第 三 个 交点 ”, 而 点 (z3,vys) 即 是 已 +Q. 实际 的 计算 表明 ， 
Rf he 和 
a “= (加 = 生 ) 0 
Y2—Y Y2T1 — YT: 
ys= 人 二 汪汪 二 党 2 . 

考虑 另 一 个 情形 zi: = z2， yl = -yz 的 情形 被 定义 为 P+Q = 0. 设 mm = 

ZT2,41 关 一 V2. 此 时 , P = Q, yi 关 0. 这 种 情形 在 公理 (i) 中 所 叙述 的 连接 已 和 @ 的 
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直线 被 解释 为 在 点 P 处 的 此 椭圆 曲线 的 切线 
_ 3az? +2bzl 十 c 
人 

如 果 想 要 求 出 此 直线 和 这 条 曲线 的 交点 , 则 可 将 (1.3) 代入 到 y? = az3 + bz2 十 
cz 十 d 中 , 从 而 得 到 了 形 如 


(1.3) (2 —21) + 


qz3 二 rz2 十 sr 二 t=0 (gr,s,te K,g@#0) 
的 三 次 方程 . 由 于 (1.3) 是 切线 方程 , 故 z = zi 是 此 方程 的 二 重 根 , 因此 有 形 如 
qz3 二 rz2 十 sz 二 t= (zz 一 zi)2(z 一 za) (zaekK) 


的 因 式 分 解 ， 设 直线 方程 (1.3) 在 z = zs 时 y 的 值 为 ya. 令 ys = ya, 则 定义 
(z3,ys) 为 P+Q(= 了 +P=2P). 进行 计算 ,有 


ba = Ela — 2acz? — 8adz1 + c? — 4bd), 
(1.4) Vy3= i 十 2a2bzg + 5a2czt + 20a2dz3 
+ (20abd — 5ac?)z? + (8b?d — 2be? — 4acd)z1 
+ (4bed — 8ad? — c3)}. 
例如 , 在 K = Q@, y? = z3 -4 的 情形 , 令 P= (2,2) 则 2P = (5, 一 11). 
在 上 面 定义 了 和 P+Q 后 , 可 以 证 明 E(K) 关于 该 和 + 成 为 交换 群 . (证 明 结 


合 律 则 非常 艰难 . 虽然 用 代数 几何 或 代数 函数 论 可 以 得 到 结合 律 的 漂亮 证 明 , 但 我 
们 不 在 这 里 介绍 了 .) 


问题 3 指出 {Pe E(K) | 2P = 0} 由 O 入 (K) 的 不 等 于 O 点 而 其 y 坐标 为 0 的 点 
组 成 . K 为 代数 闭 域 时 , 证 明 有 群 同 构 


{Pe E(K) |2P=O}s 关 Z/2Z @ 2/22. 


设 K 为 特征 关 2 的 域 , a,b,c 为 K 中 互 不 相同 的 元 . 考虑 椭圆 曲线 


刀 = 人 -ab 一 o. 


我 人 有 {Pe E(K) | 2P = 0} = {0, (a,0), (b,0), (c,0)} (参看 问题 3). 在 引 理 1.5 中 
的 映射 


hog:C=E(K)- {0,(a,0),(b,0),(c,0)} = CG = E(K)— {0} 
正 是 2 售 映射 . 将 hog 的 定义 与 给 出 2 倍 映 射 的 (1.4) 式 相 比较 便 能 证 明 这 个 断言 
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(b) 点 O 的 意义 


来 考察 点 O 的 意义 . 首先 叙述 当 K 为 实数 域 及 情形 时 , 被 称 做 “无 穷 远 点 ” 
(point at infinity) 的 点 O 在 图 形 上 的 意义 . K = 及 时 ， 


{(z,y) ERxR|y =ar?+br?+cr+d} 


为 该 椭 贺 曲线 的 图 像 , 而 点 O 可 以 解释 为 位 于 沿 该 椭 贺 曲线 朝 上 方向 的 无 限 远 处 ， 
同时 也 位 于 沿 该 椭 贺 曲线 朝 下 方向 的 无 限 远 处 的 点 (为 同一 个 点 0). 

这 种 想法 与 和 P+ @ 的 定义 是 一 致 的 ， 例 如 , 考虑 一 下 y = x3 一 4 (图 1.1). 
点 (2,2) 与 点 (2, -2) 的 和 按 定义 为 0. 取 已 为 (2,2), 而 @ 为 与 (2, -2) 非常 靠近 
而 又 不 同 于 它 的 点 . 当 @ 从 图 形 的 下 方 不 断 靠近 (2, -2) 时 , P+ @ 则 在 这 条 椭 
曲线 的 图 形 朝 上 方向 无 限 远 处 运动 ,而 当 @ 从 椭圆 曲线 的 上 方 不 断 靠近 (2, -2) 时 ， 
P+ @ 则 在 这 条 曲线 的 朝 下 向 无 限 远 处 运动 . 因此 在 9 与 (2, -2) 重合 的 一 瞬间 ， 
P+Q 则 位 于 沿 该 椭圆 曲 线 朝 上 方向 的 无 限 远 处 , 同时 也 位 于 该 曲线 朝 下 方向 的 无 
限 远 处 . 我 们 自然 认定 这 条 椭圆 曲线 在 上 下 的 无 限 远 处 (汇集 在 点 0) 连接 起 来 了 . 
至 于 已 + O = P, 椭圆 曲线 上 的 点 在 朝 无 限 远 处 运动 时 , P+ @ 也 在 走 近 P 而 最 终 
重合 . 

下 面 给 出 天 为 特征 非 2 的 域 时 点 O 的 意义 . 我 们 将 B(K) 按 下 面 的 方式 视 为 
与 集合 


= {比值 (z : y : z)|z,y,z € K, z =y = z= 0 不 成 立 , y?z = az3 十 bz2z 十 czz2 十 dz3} 


一 致 : 将 满足 只 = az3+bz?+cz+d 的 (zy) ee 天 x 天 与 比值 (z:y:1)exX 视 为 相 
同 ,将 O es E(k) 与 比 (0:1:0) eX 视 为 相同 . 进而 , 称 比 例 (z :y:z) 与 (z' :vy :2z) 
相等 , 如 果 存 在 K 中 某 个 不 为 0 的 元 c 使 z' = cz,y = cy,z' = cz. 在 这 个 X 中 ,我 
们 感觉 O 与 E(K) 中 其 他 点 具有 相同 的 存在 状态 . (X 嵌入 在 由 全 体 比 值 (z : y : z) 
构成 的 “二 维 射 影 空 间 ” 之 中 .) 

K = 及 时 , 如 果 给 予 X 以 自然 的 拓扑 , 椭圆 曲线 上 的 点 不 断 向 上 趋向 于 无 限 
或 者 向 下 趋向 于 无 限时 , (z,y) = 比值 (z : y : 1) = 比值 人 A ;) 实际 上 收敛 于 
0O=(0:1:0). 


(c) 例子 
用 例子 来 看 看 Q 上 椭圆 曲线 的 有 理 点 BE(Q) 的 群 结构 的 样子 . 


例 1.8 y? = zs 一 z 的 情形 , B(Q) = {0O,(0,0),( 土 1,0)} 的 元 素 全 满足 2P = O 
(参看 问题 3). 于 是 , 作为 群 ， 


E(Q) 兰 Z/2Z ©® 2/22. 品 
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例 1.9 y? = za+z 的 情形 , 令 P = (2,3) ,我 们 已 知 有 2P = (0,1),3P = 
(-1,0),4P = (0, 一 1),5P = (2, 一 3),6P = 0 (图 1.4). B(Q) 仅 有 这 些 点 , 尽管 在 本 书 
中 我 们 将 不 证 明 这 一 事实 , 于 是 作为 群 有 


E(Q) 兰 Z/6Z. 品 


图 14 y=z3+1 


例 1.10 y=z3-4 的 情形 . 令 己 = (2,2), 有 2P = (5,-11), 3P = ( 
尽管 本 书 将 不 予 证 明 , 但 作为 群 有 

ZS EQ):no np. 口 

倒 111 吕 一 下 一 2 的 情形 . 令 忆 = (3.5) 则 2P  ( 光 , 训 滞 )- 尽管 本 书 

将 不 予 证 明 , 但 作为 群 有 
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ZS EQ):no np. 口 
(d) Fermat 的 方法 
在 序章 80.7 中 我 们 曾 说 过 (命题 0.12), 对 于 给 定 的 三 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角 
形 , Fermat 写 下 了 可 以 构造 无 限 多 个 具有 与 所 给 三 角形 相同 面积 , 而 三 边 长 也 为 有 
理 数 的 直角 三 角形 的 方法 . 这 个 方法 即 可 从 取 定 d 为 正 有 理 数 并 用 引 理 1.4 的 记号 ， 
对 给 定 的 (z,y,z) se Aa 有 
2zyz 只 一 z2 24 十 472y2 
全 二) sw 
而 看 出 . 通过 引 理 1.4 的 一 一 映射 ha s 兰 Cu 进行 考察 , 可 以 确认 将 (z,y,z) es ha 对 
应 于 这 一 元 的 映射 44 ha ( 例如 (3,4 5) 映 到 ( 字 ， 字 ) ) 就 是 椭圆 曲 线 
妇 =z3 -dz 的 2 倍 映射 而 非 其 他 . 
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在 $1.1 中 介绍 的 命题 1.2 的 证 明 就 是 这 样 进行 的 , Fermat 是 个 运用 了 椭圆 曲线 
2 倍 映射 (但 还 没有 达到 椭圆 曲线 具有 群 结构 的 思想 ) 的 人 . 

Fermat 在 使 用 2 倍 映射 时 , 能 够 得 到 强 有 力 结果 的 原因 是 存在 这 样 一 种 现象， 
与 有 理 点 P 的 z 坐标 的 高 (81.1 中 的 五 (z)) 比较 , 2P 的 z 坐标 的 “高 ”通常 要 远 
远 变 大 (例如 ,在 本 加 曲线 六 = za 一 4 上 , 如 取 已 = (5,11),2P 的 = 坐标 为 5 上 且 
因 其 分 子 分 母 为 既 约 , 故 其 高 为 785.) 这 个 现象 在 81.1 的 命题 1.2 的 证 明 末尾 出 现 
过 . 在 下 面 一 节 将 出 现 的 Mordell 定理 的 证 明 中 这 也 是 一 个 关键 点 (Mordell 的 证 明 
的 思想 恐怕 也 受到 了 Fermat 的 影响 吧 ). 
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(a) Mordell 定理 的 内 容 


所 谓 Mordell 定理 (Mordell's theorem) 是 指 在 1922 年 Mordell 所 证 明 的 下 面 的 
定理 . 


定理 1.12 设 马 为 Q 上 的 椭圆 曲线 , 则 已 (Q) 为 有 限 生 成 Abel 群 . 


根据 “Abel 群 基本 定理 ”(fundamental theorem on Abelian groups), 有 限 生成 
Abel 群 同 构 于 


(1.5) ZS"@ 有 限 Abel 群 (r > 0) 


(Zer 表示 个 Abel 群 Z 的 直 和 ). 
称 这 个 ” 为 这 条 椭圆 曲线 的 秩 (rank). 例如 ， 


=7 7, y=7+1, =2 4, P=2 -2 


的 秩 分 别 是 0,0, 1, 1 (参看 81.2 的 例 1.8 一 例 1.11). 虽 有 猜想 说 有 理 数 域 上 的 椭圆 
线 的 秩 能 够 任意 大 , 但 现在 仍 是 个 未 解决 的 问题 . 

另 一 方面 , (1.5) 中 的 “有 限 Abel 群 ”部 分 , 即 是 由 EE(Q@) 的 阶 有 限 的 元 素 组 成 
的 子 群 , 依照 Mazur 在 1977 年 所 证 明 的 结果 , 它 必定 同 构 于 下 面 i),() 的 群 中 的 

(D Z/nZ, 其 中 1<n<10 或 者 n= 12. 

(站 jZ/nZ@Z/2z, 其 中 n= 2, 4, 6, 8. 

(另外 , 已 经 知道 以 上 (i),(i) 中 任 一 个 群 均 同 构 于 @ 上 某 个 椭圆 曲线 的 阶 数 有 
限 的 元 全 体 构成 的 群 .) 

这 一 节 将 给 出 Mordell 定理 证 明 的 主要 部 分 . 
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(b) Mordell 定理 的 证 明 思路 


Mordell 定理 的 证 明 使 用 下 面 的 两 件 事实 而 完成 . 

(TD) 弱 Mordell 定理 (weak Mordell theorem). 它 说 的 是 B(Q)/2B(Q) 为 有 限 群 . 

(DI) B(Q) 中 点 的 “高 ”的 性 质 . 

(D 将 在 后 面 说 明 .现在 叙述 (ID). 在 81.1 中 , 有 理 数 z 的 高 有 H(z) , 当 z 写 
成 既 约 分 数 形式 z = 元 时 定义 为 max(|ml, |n|)， 对 于 Q 上 的 椭圆 曲线 如 以 及 
PeE(Q), 当 已 夫 O 时 定义 其 高 及 (P) 为 尸 的 z 坐标 的 高 , 而 定义 玉 (0) = 1. 定 
理 的 证 明 将 使 用 下 面 的 关于 高 的 性 质 (II A),(II B). 

(IA) 对 于 正 实数 C， 


{Pe E(Q) | H(P) < C} 


为 有 限 集合 . 
这 由 对 任意 正 实数 C, {z e@ | H(z) < C} 为 有 限 集合 的 不 证 自明 的 事实 得 到 . 
(IB) 存在 满足 下 面 (1),(2) 的 正 实数 C. 
(1) 对 任意 Pe E(Q)， 


C:H(2P) > H(P). 
(2) 对 任意 P,Q8 € E(Q)， 
C.H(P)H(Q) > min(H(P + Q),H(P — @)). 


这 里 的 (1) 就 是 81.2 末尾 所 说 的 “ 瑞 (2P) 通常 远大 于 瓦 (P)” 的 现象 . 
由 (D, (IEA)，(IB) 便 可 以 得 到 Mordell 定理 的 证 明 . 更 准确 地 说 , 我 们 有 下 面 
的 事实 . 


命题 1.13 设 Q1,… ,Qn e EE(Q) 满足 “EE(Q)/2E(Q) 中 每 一 个 元 都 等 于 某 个 
Qi 的 像 ” ,又 设 正 实数 C 满足 (IIB) 的 (1),(2). 设 M 为 有 H(Q1),… ,HH(Qn),C 中 
的 最 大 值 . 则 EE(Q) 由 

{Pe E(Q) | H(P) < M} 

(根据 (IIA), 它 为 有 限 集合 ) 生成 . 

[证 明 ] ”假设 存在 不 由 {Pe B(Q) | H(P) < M} 生成 的 B(Q) 的 元 , 这 些 元 中 
的 高 最 小 者 记 为 Pa. 有 互 (Bo) > M. Po 在 B(Q)/2B(Q) 中 的 像 必 与 某 个 i 的 Q; 的 
像 相 同 . 对 于 这 个 i, 必 有 十 Qi 一 Qi 属于 2E(Q). 取 这 两 个 中 高 较 小 的 那个 记 
为 已 并 设 R=2P, Pie E(Q@). 由 (1B) 的 (1) 有 


H(P)* < C.H(R) < M.H(R). 
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由 (IB) 的 (2) 有 
H(R) < C:H(PR)H(Q;) < M2H(P,). 


由 上 面 这 些 便 得 到 了 
H(P)’ < M3H(Po). 


由 五 (BR) > M 得 到 互 (PI)4 < 五 (Po)4. 从 而 及 (Pi) < 五 (Po). 根据 H(Po) 
性 , PP 应 由 {P es E(Q) | H(P) < M} 生成 . 由 于 忆 为 2P + Qi 或 者 2P 一 

中 的 一 个 , 故 玉 也 仍 是 由 {P es B(Q) | H(P) < M} 生成 的 .引出 矛盾 .命题 > 
得 证 . 


问题 4 设 4 为 Abel 群 . 如 果 4 为 有 限 生成 则 4/24 为 有 限 群 . 但 是 , 请 说 明 由 4/24 
为 有 限 群 不 一 定 得 到 4 是 有 限 生 成 的 . (因此 , Mordell 定理 不 只 是 由 弱 Mordell 定理 推出 的 , 因 
此 证 明 中 高 的 思想 是 不 可 或 缺 的 .) 


(c) Mordell 定理 证 明 的 主要 部 分 
这 节 的 剩余 部 分 将 对 形 如 
好 =( 人 -oz 一 b)(z 一 c) (obe 为 互 不 相同 的 有 理 数 ) 


的 椭圆 曲线 证 明 (1) ( 弱 Mordell 定理 ). 还 要 证 明 (IIB). 因此 , 在 本 节 中 我 们 将 完成 
对 此 类 形式 的 椭圆 曲线 的 Mordell 定理 的 证 明 . 本 节 从 这 里 开始 变 得 很 复杂 , 建议 读 
者 在 最 初 阅读 本 书 时 , 跳 过 这 些 证 明 而 直接 进入 到 第 二 章 . 


命题 1.14 设 a,b,c 为 互 不 相同 的 有 理 数 , 考虑 由 
= 人 CC-az-bz-o) 
所 定义 的 椭圆 曲 线 . 定义 映射 
0:E(Q) = Q*/(Q*) x Q*/(Q*) x Q*/(Q*)? 
为 :对 PeE(Q), 若 P 头 0, 记忆 的 工 坐标 为 z 则 
(Ta,z—b,z—e) P #0,(a,0), (b,0), (c,0) 
(a0) (a—o),a-s, a-¢) P=(%0) 
0(P)= 9 (6—a,(6—a) (6—6),5-¢) P= (b,0) 


(eae-b,(c-a) (ec-d)) P=(c,0) 
(1,1,1) P=0 


(这 里 的 “-” 表示 mod (Qx)2). 于 是 ， 
(1) 8 为 群 间 的 同 态 . 
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(2) 8 的 核 等 于 2B(Q). 

(3) 设 G 为 a 一 b,b 一 cc 一 a 的 分 母 或 分 子 的 素 因子 以 及 -1 生成 的 人 
的 子 群 . 于 是 , 8 的 像 包含 在 GxGxG 中 . 

按照 命题 1.14, 对 于 在 命题 1.14 中 所 处 理 的 椭圆 曲线 成 立 弱 Mordell 定理 . 实 
际 上 , 命题 1.14 表明 了 E(Q)/2E(Q)? 经 过 8 被 嵌入 在 有 限 群 Gx G x G 中 . 

来 进行 命题 1.14 的 证 明 . 

[命题 1.14 (1) 的 证 明 ] 现在 来 证 明 8 第 一 个 分 量 E(Q) 一 Q*/(Q*)? 为 同 态 . 
(对 第 二 , 第 三 个 分 量 的 证 明 相同 .) 设 P,Q e BE(Q), 并 设 P,Q,P+Q 不 是 O 或 (a,0). 
(PQ,P+Q@ 其 中 一 个 等 于 O 或 (a,0) 的 情形 , 此 断言 的 证 明 简单 , 故 略 去 .) 令 P 
的 坐标 为 (zi 四), @ 的 坐标 为 (z2,y2), P 十 Q@ 的 坐标 为 (za,ys). 我 们 只 需 证 明 

(zi 一 al(za — a)(z3 — a) € (Q*)?. 
(之 所 以 这 样 说 , 因为 这 意味 在 商 群 Q*/(Q@*)? 中 (zs 一 a) 与 (z1 一 a)(z2 一 a) 相同 .) 
设 连接 P 与 Q 的 直线 方程 为 y = Xz 十 4, 则 
(z—a)(z—b)(z—o)—(Mr+n)=0 
为 求 出 此 直线 与 这 条 椭圆 曲线 交点 的 方程 . 因此 ， 
(2—o)(z -bs -0 -Hr+H) = (71)(7— 72)(2 — za). 

在 这 里 令 > =a 则 有 

(ma 一 alza — a)(z3 —a) = (Ma t+) € (Q*)?. 

命题 1.14 (2) 由 81.1 的 注 记 1.6 得 出 . 

在 证 明 命 题 1.14 (3) 前 先 作 些 准备 . 

定义 1.15 对 于 素数 p 及 有 理 数 基 0, 将 + 写成 1=p"2,m EZ, 其 中 心 v 都 
是 整数 且 不 能 被 p 除 尽 , 定义 m 为 + 的 p 进 赋值, 它 是 个 整数 , 记 为 ordo(s). 下 面 
的 0),(i) 成 立 . 

GD) ordp(st) = ordp(t) + ordp(s). 

(i) 不 为 0 的 有 理 数 s,t 如 满足 ordp(s) 夫 ordp(t), 则 

ordp(s +t) = min (ordp(s), ordp(t)). 

[命题 1.14 (3) 的 证 明 ] 设 素数 p 不 是 a -5b,b 一 c,c 一 a 中 任 一 个 的 分 子 分 母 
的 素 因子 . 对 于 好 = (z 一 a)(z 一 b)(z 一 c) 的 y 关 0 的 有 理 数 解 (z,y), 只 需 证 明 
ordp(Z 一 a),ordp(Z 一 b),ordp(z 一 c) 全 都 是 偶数 就 足够 了 . 根据 y? = (z 一 a)(z 一 b)(z 一 c) 
和 (i), 有 


(*) ordp(z 一 a) 十 ordp(z 一 b) 十 ordp(z 一 c) 是 偶数 . 
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假设 ordp(z 一 a),ordp(z 一 0),ordp(z 一 c) 中 有 一 个 为 负数 , 因为 za,z-b,z-e 
中 任 两 个 的 差 的 ord, 都 为 0, 由 (i) 得 到 ordp(z 一 oa) = ordp(z —b) = ordp(z—c). 由 
此 及 (*) 知 , ordp(z 一 a),ordp(z 一 ),ordp(z 一 0) 均 为 偶数 . 如 果 ordp(z 一 a),ordp(z 一 
9),ordp(z 一 c) 其 中 有 一 个 为 正 数 , 又 因为 xz- a,z -5,z 一 c 中 任意 两 个 的 差 的 ordp 
都 为 0, 由 (i 知 ordp(z 一 a),ordp(z - b,ordn(z 一 c) 中 另外 两 个 为 0， 根 据 (*), 
ordp(z 一 a),ordp(z 一 b),ordp(z 一 c) 全 为 偶数 . 和 

下 面 证 明 (11B). 因为 如 果 一 开始 就 写 出 细节 会 使 人 难以 理解 , 所 以 我 们 首先 令 
述 证 明 的 梗概 . 

设 已 为 Q 上 的 椭圆 曲线 , 上 且 其 方程 为 


妇 =az3 二 bz2 二 er 十 由 


(IEB)() 的 证 明 方 法 . 考虑 除去 2P 头 O 的 Pe BE(Q) 就 可 以 了 . 也 就 是 说 , 如 
果 能 找到 正 实数 C 使 对 所 有 满足 2P 关 O 的 Pe B(Q) 成 立 C.H(2P) > 五 (P) 就 
足够 了 . 这 是 因为 如 果 取 比 C 大 , 而 且 比 所 有 满足 2P = O 的 P( 所 有 这 些 点 最 多 
只 有 4 个 ) 的 五 (P)* 都 大 的 0', 则 对 于 所 有 的 Pe E(Q) 成 立 C7. H(2P) > H(P). 
定义 多 项 式 f(T),g(T) 为 

f(T)=aT3 +bT?+ eT +d, 

9(T) = TL (e274 — 2acT? ~ gadT + o ~ dbq), 
设 满足 2P 关 台 的 点 Pe E(Q) 的 坐标 为 (z,y), 则 根据 (1.4), 2P 的 z 坐标 可 表示 
为 se). 我 们 在 后 面 将 证 明 /(7) 与 g(7) 是 互 素 的 多 项 式 ( 即 不 能 被 公共 的 一 次 或 
一 次 以 上 的 多 项 式 除 尽 ). 于 是 , 如 果 证 明了 下 面 与 椭圆 曲线 完全 无 关 的 引 理 1.16 就 
完成 了 这 个 证 明 . 

引 理 1.16 设 f(T) 和 g(T) 为 系数 在 Q 中 的 互 素 多 项 式 . 设 d 为 f(T), g(T) 
的 次 数 中 最 大 者 (两 个 次 数 相同 时 则 取 其 为 相等 的 次 数 )， 此 时 存在 某 个 正 实数 和 
使 得 对 满足 f(z) 关 0 的 所 有 有 理 数 z 成 立 


a g(7) 
H(z) <c (多 ). 口 

我 们 将 在 后 面 证 明 这 个 引 理 . 

(IB)(2) 的 证 明 方法 . 对 于 

(i) PQ e E(Q), P=0 或 @=0 的 情形 . 

i) PQeE(Q),P+Q=0 或 P-Q=0 的 情形 . 

(i) PQ € EB(Q), P#0,8 #0,P+Q#0,P-Q#0 的 情形 . 只 要 分 别 证 明 
对 所 有 这 样 的 P,Q 存在 正 实数 C, 满足 H(P+Q).H(P-Q8) <C. 五 (PH(Q)? 就 
可 以 了 . 

情形 (i), 是 显然 的 . 
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情形 (ii), 问题 成 为 : 对 于 所 有 P e EB(Q@) 存在 正 实数 C 满足 
H(2P) < C.H(P). 


由 前 面 讲述 过 的 忆 的 xz 坐标 与 2P 的 z 坐标 的 关系 知道 , 如 果 证 明了 下 面 的 与 椭圆 
曲线 完全 无 关 的 引 理 1.17, 则 此 问题 便 能 得 以 解决 . 


引 理 1.17 设 f(T),g(T) 为 系数 在 Q@ 中 的 多 项 式 , d 为 自然 数 , f(T) 的 次 数 与 

g(T) 的 次 数 都 不 大 于 d 于 是 有 正 实数 C, 对 所 有 使 f(z) 关 0 的 有 理 数 z 成立 
g(7) zr)d 
a (8) sc ae . 

情形 ( 锋 ), 像 以 后 将 要 证 明 的 , 对 系数 在 @ 中 的 二 元 多 项 式 1(S,T),9(S,T),h(S,T)， 
设 其 每 一 个 关于 S 和 了 的 总 次 数 都 是 2, 则 下 面 的 断言 成 立 : 设 P,Q e B(Q), 己 地 
0@8 关 0P+Q 关 0P-Q 关 0, 且 书 的 > 坐标 为 zi, Q 的 z 坐标 为 z2,P+Q@ 的 z 坐 
标 为 z+, P-Q 的 z 坐标 为 >_, 并 令 s = zli+za,t= zlz2) 9 一 Zi++z_t 忒 一 zz ， 
则 f(s,t) 关 0 且 


一 9(8;t) , _ hl(s,t) 
f(s,t)’ f(s,t) 
对 于 有 理 数 ww 按 下 面 的 方式 定义 数 对 (wv) 的 高 H(u,v ). 在 将 u,v 表示 为 既 约 
分 数 时 , 记 它们 分 母 的 最 小 公信 数 为 n; 令 = 了 ,v= Eg 定义 


H(u,v)= a mn) 


于 是 , 问题 可 归结 为 下 面 的 一 个 与 椭圆 曲线 完全 无 关 的 引 理 1.18. 这 就 是 说 , 对 
于 在 引 理 1.18(2) 中 出 现 的 实数 C, 成 立 
五 (z+)H(z-) < 2H(s',t) (根据 引 理 1.18(1)) 
< 2C. 甩 (s,t)? (根据 引 理 1.18(2)) 
< 4C .H(z1)?H(z2)? (根据 引 理 1.18(1)) 
现 将 4C 表示 为 C 就 行 了 . 


引 理 1.18 (1) 对 于 任意 有 理 数 u,v, 有 
SH AHG) < Hlu+v,uw) < 2H(uW)H(v). 


(2) 设 f(S,T),g(s,T),h(5,T) 为 系数 在 Q@ 中 的 二 元 多 项 式 , d 为 自然 数 , f(S,T) 
的 次 数 (关于 3 和 也 的 总 次 数 ), 以 及 g(S,T), h(S,T) 的 次 数 都 不 大 于 d. 此 时 , 存 


在 某 个 正 实数 C, 使 Ca 
g(s,t) h(s,t ; a 
(ee) sc a) 
对 满足 f(s,t) 闫 0 的 所 有 有 理 数 s,t 均 成 立 . 口 
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引 理 1.17 和 引 理 1.18 都 将 在 后 面 证 明 . 
我 们 从 这 里 开始 来 令 述 (ITB) 的 证 明 的 细节 . 首先 , 对 于 在 (TB)(1) 的 证 明 方 
法 中 用 到 的 f(7) 与 g(T) 互 素 的 事实 , 我 们 有 


sn) = (+ 2) i) 


(7'(T) 为 f(T) 的 微分 3a72 + 2bT + c)( 通 过 直接 计算 可 和 弄 清 ), 因为 f(T) 没有 重 
根 , 于 是 作为 多 项 式 的 f(T) 和 f'(T) 互 素 , 故 由 此 便 得 到 了 所 需要 事实 . 另外 , 在 
(CIB)(2) 的 证 明 中 的 情形 ( 语 ) 里 , 所 存在 的 7(S,T),9(5,T),A(S,T) 可 设 为 


f(5,T) = 52 —47, 
g(5,T) = zas7 + 2a5 + 46T + 4d), 
A(S,T) = 二 (Qe? — 2acT ~ 4adS + c? — 4bd). 


这 是 根据 (1.2) 式 所 给 出 的 椭 加 曲线 上 点 的 加 法 确定 的 . 

在 完成 了 引 理 1.16, 1.17, 1.18 的 证 明之 后 , (IB) 的 证 明 便 算 完成 了 . 我 们 从 简 
单 的 开始 依次 进行 证 明 ( 引 理 1.16 较 难 , 其 他 相对 较 易 ). 

图 理 118(1) 的 证 明 ] 将 ww 表示 为 取 约 分 数 的 形式 4 一 亚 ,u = 亚 , 于 是 


各 


mn’ + mn mm 
v= Ww= eh 
nn nn 


这 里 的 mm’ + min,mm/,nn’ 的 最 大 公约 数 为 1， 事 实 上 , 如 果 1 为 所 有 mn’ 十 
mn,mm’,nn 的 一 个 公共 素 因子 ， 由 ! 除 尽 mm’ 知 它 除 尽 m 或 者 m'; 不 妨 设 
其 除 尽 m, 又 由 其 除 尽 mm’ + mn 知 其 除 尽 mn, 但 m 与 n 互 素 , 故 1 除 尽 m'. 另 
一 方面 , 因为 ! 除 尽 nn' 故 除 尽 必 . 这 与 m/ 与 w 互 素 的 事实 相 矛 盾 . 1 除 尽 m/ 同 
样 导出 矛盾 . 因此 证 明了 1 是 它们 的 最 大 公约 数 . 这 样 , 根据 高 的 定义 我 们 有 
H(u + v,uw) = max(|lmn’ + mnl, mm’l, Inn’l). 
另 一 方面 ， 
H(WH(v) = max(Imm/|, A mm 小 jn 

由 i uv) < 2H(u)H(v). 要 证 明 SH(W Ho) < H(u+wv, oe 只 要 证 
明寺 让 mn 与 1 Sim n| 不 大 于 max(mn'+minl, mn, |nm'|) 就 可 以 了 . 考虑 1 3 (对 
Sim n| 证 明 相同 ). 只 需 设 mm’ 承 0, 并 考虑 除 以 mm'. 令 z 为 卫 mi 为 蕊 党 于 是 如 
果 证 明了 


1 
3 < max(|1 + zyl, |zl, lyl) 
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对 所 有 的 实数 z,y 均 成 立 便 得 到 所 要 的 结果 . 
为 ,如 果 有 | < 当 且 Wi < 吉 那么 则 成 立 h+ovl>1- (3) > 二 
[ 引 理 1.17 的 证 明 ] 将 f(T),g(T) 乘 以 不 为 0 的 同一 整数 , 可 设 f(T),g(T) 的 
系数 均 为 整数 . 这 时 , f(T),g(T) 的 系数 的 绝对 值 中 最 大 的 一 个 的 (4 + 1) 倍 记 为 C. 
d d 
f(7)= 2 9g(T) = 2 


将 满足 f(z) 关 0 的 有 理 数 > 表示 为 形 如 之 元 的 既 约 分 数 时 , 由 


Sh mindi 
2) _ 10 
2 
ad 
H ( 痢 ) < max 位 mind—i|， om) < C .万 (z)4. 是 


[ 引 理 1.18(2) 的 证 明 ] 以 同一 非 零 整数 相 乘 , 可 设 多 项 式 f(5,T), g(S,T), h(5, 工 ) 
为 整 系数 多 项 式 . 此 时 , 它们 的 系数 的 绝对 值 中 最 大 者 的 BG +1l(d+2) 倍 记 为 C. 
令 


f(5,T)= 5 g(S,T) = > bijS'Ti, h(S,T)= > cySiTi 


i (i,7) 为 i>0J > 0,i+j < d 的 整数 组 ), 对 于 使 f(s， 由 #0 的 和 和 天 下 
令 s 和 的 既 约 分 数 表示 的 分 母 的 最 小 公 倍数 为 n, 并 令 s = 辽 ,t = 呈 , 这 时 ， 


biy i( /5 d—i—j jm Nind-—i—i 
Rs Pome 
HG 人 Tamm pn fd) Taymilm ne 
bj bj 
于 是 ， 
g(s,t) hl(s,t) 
人 oS 3 


cm (Demo m )ind "| Dm (m’)ind-ii | rm er 


< COC.H(s,t)'. n 
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[ 引 理 1.16 的 证 明 ] ”以 同一 非 零 整 数 乘 以 A(T),g(T), 可 设 它们 均 为 整 系数 多 项 
式 . 我 们 将 在 稍 后 证 明 存 在 非 零 整 数 R, 整数 。> 0, 以 及 整 系数 多 项 式 cj(7) () = 
1,2,3,4), 使 对 每 一 个 j, cj(T) 的 次 数 都 不 大 于 a, 并 且 满 足 


A ci(T)F(T) + ca(T)g(T) = 
cs(D)f(T) + ea(T)g(T) = RTate. 
记 C 为 cj,7 = 12,3,4 的 系数 的 绝对 值 中 最 大 者 的 en 倍 . 对 于 使 f(z) 0 
的 有 理 数 z, 我 们 来 证 明 矿 (z)# < .二 ( 踊 ) 六 = = 于 为 既 约 分 数 表示 . 这 里 
我 们 记 


da a 已 
f(T)= > a7i，g(T) = DoiT’, G(T)= DouT'. 


i=0 i=0 i=0 


f(z)ns ES di g(z)nd = Dom cj(z)ne -Pom a 


i=0 


均 为 整数 . 由 (1.6) 有 


Cs { (oon ) Fa)n®) + (ca(a)ne) (g(a)n’) = Rnete, 


(cs(z)n®) (F(z)n’) + (ca(z)ne)(g(z)na) = Rmate. 


由 (1.7), f(z)ns 与 g(z)na 的 最 大 公约 数 可 以 除 尽 Rndte 和 Rmdte, 又 因为 m 
与 nn 互 素 , 故 可 除 尽 R. 


由 
gs) _ g(a)n’ 
9 他 一 7) 
得 到 
(19) a (9 ) > Rt mol) ota) 


(这 是 证 明 的 关键 点 . 这 里 (1.8) 右 端的 分 子 分 母 不 好 约 分 成 既 约 分 数 , 从 而 只 
能 断言 万 z( 络 ) 大 于 某 个 数 ) 
另 一 方面 , 由 前 面 cj(z)ne 的 表达 式 知 


lj(z)ne| < 2-1C. H(z). 
J 
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于 是 , 由 (1.7) 得 到 下 面 的 < 
R. H(z)+° = R. max(lml’t®, In|e+°) 
< CH(z): max(|f(z)n’), lg(z)n’|). 
即 
(1.10) H(z)" < CR max(|f(z)n’l, lg(z)nd)). 
根据 (1.9), (1.10), 我 们 有 


c:. (9# 绚 ) > H(z)". 


最 后 来 证 明 满足 (1.6) 的 e, R,cj(T) (7 = 1,2,3,4) 的 存在 性 . 因为 f(T) 与 g(T) 
为 互 素 的 多 项 式 , 故 存在 系数 在 @ 中 的 多 项 式 wi(T),u2(T) 使 得 


ta (TFT) + ua(T)9(T) =1. 
另外 , 由 f(T) 与 g(7) 互 素 可 容易 推出 / ( 动 ma 与 9 @ ) Ta 为 Q 上 的 互 素 多 项 
式 . 因此 存在 @ 上 的 多 项 式 wm(Zy,vw(T) 全 得 
uu(T)f (EE ) Td+v(T)g (二 ) Td=1. 


取 e 为 一 个 不 小 于 ww(T),w2(T),v1(T),v2(T) 中 任 一 个 的 次 数 的 整数 , 取 RR 为 不 为 
零 的 整数 , 它 使 得 Rui(T), Rv;(T) (i = 1,2) 全 为 整 系数 ; 如 果 取 

c1(T) = Rui(T), cz(T) = Ru2(T), 

cs(T) = Rv ( 坟 T°, &(T)= Rv (#) eA 


则 cj(T) (i = 1,2,3,4) 为 整 系数 多 项 式 且 次 数 < e, 同时 (1.6) 成 立 . 上 
注 记 1.19 对 于 BE(Q) 中 的 点 P, 令 


h(P) = ,lim, 去 log(H(2"P)). 


可 以 证 明 此 极限 存在 , 并 且 还 具有 下 列 性 质 : 对 PQ e E(Q) 令 (P,Q@) = 4(h(P++ 
Q@) 一 h(P) 一 h(Q@)), 则 成 立 h(P) = (P,P), 更 进一步 , (，) 具有 像 下 面 那样 的 “内 积 ” 
性 质 ( 设 P,Q@, Re E(Q)): 

0) (P,Q) = (8, P), 

()(PQ+B)= (P,Q)+(P,R), 

( 道 ) (P,P) > 0, 而 (P,P) = 0 仅 限于 阶 数 为 有 限 的 点 PP. 
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小 结 


1.1 椭圆 曲线 是 由 方程 y? = (z 的 3 次 式 ) (但 右 端 没有 重 根 ) 给 出 的 曲线 . 

1.2 椭圆 曲线 (附加 上 点 O) 具有 交换 群 结构 . 

1.3 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 的 有 理 点 全 体 ( 算 上 点 O) 构成 有 限 生成 Abel 群 
(Mordell 定理 ). 

1.4 在 研究 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 的 有 理 点 时 , 应 用 有 理 点 的 “高 ”的 性 质 是 
非常 重要 的 . 


习题 
1.1 互 为 椭圆 曲线 y= z3 十 1 时 , 求 出 
{Pe E(C) | 3P = 0}. 
1.2 在 椭圆 曲线 y? = za -4 上 ， 有 理 点 P 的 = 坐标 写成 并 时 , 利用 2P 的 z 
华 标 为 80 二 39 证 明 
144 万 (2P 的 z 坐标 ) > 五 (P 的 z 坐标 )4. 
并 用 此 结果 证 明 y? = z3 - 4 存在 无 限 多 个 有 理 点 . 


1.3 设 域 K 的 特征 非 2 或 3, 取 ke Kx, 令 
X={(zy) EKxK |z+y =k}, 
Y={(W) eKxK|y = #0 
证 明 存在 从 X 到 Y 上 的 一 一 映射 


2 zz—Yy 
xm (sr) 


1.4 设 K 为 特征 非 2 的 域 , ke Kx, 令 


X={(z,y) EKxK |y = z+k}, 
Y={(z,y) EKxK |y= 73— 4kz, (z,y) # (0,0)}. 


证 明 存 在 由 六 到 Y 上 的 一 一 映射 


XoY:(2,y) (27? +y),4z(z? +Yy)). 


习 题 


有 “到 


1.5 设 KK 为 特征 非 2 的 域 , ke 天 x. 设 吾 为 天 上 的 椭圆 曲线 y? = za + kz， 


以 及 Er' 为 K 上 的 椭圆 曲线 y? = z3 一 4kz. 定义 映射 
f:E(K)= E(K), g:E'(K)— E(K), 
其 中 Te 
fo = (e+ E(B)) exo 10,0 =f(0) =0, 


son) = (4-5$ +)) #0, ol0,0) =9(0) =0, 


证 明 gof:E(K) 一 EB(K) 和 fog:E'(K) 一 BE'(K) 均 是 2 倍 映 射 . 另外 , 验证 与 


习题 1.4 的 映射 复合 
X—YCE(K)S EK) 
为 映射 (z,y) 一 (z?, zy). 
1.6 应 用 习题 1.4, 1.5 以 及 命题 1.2, 求 下 面 方程 的 全 部 有 理解 : 
OP=2+4r,， DP=2-1,， (=2+4. 
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在 前 一 章 中 我 们 考察 了 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 , 本 章 中 我 们 将 考察 比 椭圆 曲线 更 
简单 的 对 象 二 次 曲线 的 有 理 点 .一 条 二 次 曲线 是 否 具有 有 理 点 ,， 如 果 有 ,又 该 如 何 
描述 全 部 有 理 点 , 完全 解决 这 些 问题 是 本 章 的 课题 . 然而 , 尽管 说 是 “更 简单 ”, 但 关 
于 二 次 曲线 是 否 具有 有 理 点 的 问题 上 , 平方 剩余 符号 、 以 及 在 80.1 中 涉及 的 p 进 
(p-adic) 数 都 起 着 本 质 的 作用 . 介绍 在 数论 中 重要 的 p 进 数 也 是 本 章 的 目的 . 


82.1 二 次 曲线 


(a) 二 次 曲线 的 有 理 点 
方程 


22 十 欠 二 季 
的 整数 解 , 如 果 = 0 将 该 方程 换 为 (2)”+ ( 世 ) = 1 , 则 决定 了 圆 2 十 刀 = 1 上 
的 有 理 点 . 例如 , 3 十 4 一 52 决定 了 圆 zz 十 妨 二 1 的 有 理 点 G #)， 52+122 = 132 
5 12 

决定 了 ( 雷 基 ): 

反 过 来 , 如 打 给 出 了 圆 zz 十 太 = 1 上 的 有 理 点 , 在 消去 了 分 母后 便 得 到 了 z? 二 
妨 ==z2 的 z 关 0 整数 解 . 那么 , 圆 z?+y? = 1 的 有 理 点 大 体 上 是 怎样 的 呢 ? 实际 上 ， 
如 我 们 在 下 面 所 说 的 那样 , 存在 有 无 穷 多 个 . 

另 一 方面 , 考虑 加 ?十 y? = 3. 实际 上 这 里 根本 就 没有 有 理 点 . 读者 试 比较 一 下 
图 2.1 和 图 2.2, 能 试 着 判断 右边 的 那个 贺 完 全 没有 有 理 点 吗 ?这 自然 不 能 , 因为 人 
们 的 视力 不 能 区 分 这 样 的 事 . 在 这 些 图 中 , 有 理 数 浸没 在 实数 之 中 .在 这 种 情形 下 ， 
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难以 看 清 有 理 数 的 真实 状况 , 但 是 有 必要 和 弄 清 有 理 数 比 起 实数 来 所 具有 的 不 同 威力 ， 
并 在 此 之 后 还 要 讲述 “素数 的 威力 ”. 


图 2.1 和 2 


在 本 章 中 考察 当 a,b,c 为 已 给 定 非 零 有 理 数 时 的 二 次 曲线 (quadratic curve) 
(2.1) ar? +by? = c. 


在 82.1 中 我 们 将 讲述 , 在 这 条 二 次 曲线 (2.1) 上 , 如 果 存 在 一 个 有 理 点 ( 像 zz 十 
妨 = 1 那样 ), 则 存在 无 限 多 个 有 理 点 , 并 且 能 够 具体 地 求 出 所 有 这 些 点 . 比 这 些 更 
深刻 的 是 关于 二 次 曲线 (2.1) 有 没有 有 理 点 的 判别 法 (82.3 所 给 出 的 定理 2.3). 定理 
2.3 的 意思 是 说 , 当 把 实数 的 威力 连同 “素数 的 威力 ” 放 在 一 起 时 , 有 理 数 的 真实 面 
貌 就 清楚 地 浮现 了 出 来 , 从 而 能 很 好 地 了 解 二 次 曲线 的 有 理 点 . 

如 果 对 此 进行 深入 研究 , 那么 像 在 82.4 将 介绍 的 , 对 于 每 个 素数 p, 存在 可 与 
实数 的 世界 相 媲美 的 “p 进 数 世 界 ”, 可 以 说 成 “在 实数 世界 考虑 二 次 曲线 的 有 理 点 
时 ,如果 同时 考虑 对 全 部 素数 p 的 p 进 数 世界 , 则 它 可 得 到 较 好 的 理解 ”， 辟 如 ， 
2 十 奶 = -1 没有 有 理 点 可 以 从 它 在 实数 世界 没有 解 知道 , 而 z? 十 y? = 3 没有 有 理 
点 , 仅 靠 实数 的 威力 还 弄 不 清楚 , 但 如 果 放 在 素数 2 及 素数 3 的 威力 下 , 则 可 从 它 在 
2 进 数 或 3 进 数 的 世界 中 无 解 得 到 解释 . 我 们 将 在 82.5 中 对 此 加 以 说 明 . 


党 素 数 的 威力 所 


当 实数 的 威力 委 (添加 ) 


图 2.3 ”实数 的 威力 与 素数 的 威力 


(b) z2 十 ? 二 1 的 情形 
考虑 x2 十 ?= 1 的 有 理 点 . 


82.1 二 次 曲线 “39. 


图 2.4 z?+y?=1 的 有 理 点 


设 圆 z?+%2 = 1 上 有 有 理 点 (z,y) 且 (z,y) 关 (一 1,0) 时 , 该 点 与 (-1,0) 的 连接 
直线 的 斜率 为 二 这 是 一 个 有 理 数 . 反之 , 在 给 定 一 个 有 理 数 t 时 , 通过 (-1,0) 
而 具 斜 率 t 的 直线 与 此 圆 的 交点 的 坐标 为 (二 5 45)- 这 是 个 有 理 点 . 


例如 , 若 + 取 二子 ,元 了 时, 得 到 的 相应 有 理 点 分 别 为 


2 (Me 12 
1 /7 \B I Bi) 5 N18’ 18) 


如 时 + 语 ， 刀 得 有 理 点 为 《了 ,3 ) ,消去 (3 】 + ( 浇 】 =1 的 分 二, 便 得 


到 了 在 序言 那 一 章 中 所 提 到 的 古巴 比 伦 王 国 出 现 的 119? + 1202 = 169?. 总 之 可 以 表 
示 为 : 


{ 圆 22+ 访 =1 除去 (0, 一 1) 以 外 的 有 理 点 } 。 {有 理 数 }， 


1:1 
y 
(0 


(i) 
这 样 互 着 的 一 一 对 应 . 
(c) 具有 有 理 点 的 二 次 曲线 的 情形 
a,b,c 不 全 为 0 的 二 次 曲线 


ar?+by?=c 


具有 一 个 有 理 点 的 情形 , 可 以 用 上 面相 同 的 方法 求 出 所 有 的 有 理 点 . 设 它 的 那 一 个 
有 理 点 为 Q(zo,yo) 时 , 我 们 有 


{(2,9) | zy e Qor? + =0} 1 QU {co} - {最 多 两 个 元 } : 
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这 里 oz? + by” = e 的 有 理 点 P 对 应 于 从 @ 到 P 连接 直线 ( 称 做 直线 QP) 的 斜率 . 
但 是 , 当 P = Q 时 , 直线 QP 被 解释 为 在 点 @ 的 该 曲线 的 切线 . 又 , 当 直 线 QP 平 
行 于 y 轴 时 , 其 斜率 被 解释 为 oo. 至 于 “最 多 两 个 元 ” 是 说 , 当 一 为 有 理 数 的 平方 
时 , 从 QU {oo} 中 去 掉 了 土 二 而 当 不 是 如 此 时 , 则 不 从 Qu {co} 中 去 掉 任何 点 . 


当 -5 为 有 理 数 的 平方 时 , 册 线 ao?+ by? =。 为 双 曲 线 , 二 /为 其 浙 近 线 的 作 率 
至 于 这 个 11 对 应 的 存在 理由 则 与 z? + 态 = 1 的 情形 相同 . 如 果 过 @ 而 斜率 
为 QU {oo} 中 天 的 直线 不 是 这 二 次 出 线 的 切线 且 负 率 不 是 二 \/ 时 , 则 该 直线 与 
这 条 二 次 曲线 存在 不 同 于 @ 的 一 个 交点 , 并 且 这 个 点 P 是 个 有 理 点 (实际 上 , 求 交 
点 的 问题 成 为 解 具有 有 理 系 数 的 二 次 方程, 而 因为 @ 是 已 给 的 此 方程 的 有 理解 ， 故 
剩 下 的 解 按照 “ 根 与 系数 关系 "也 是 个 有 理 数 , 这 就 是 为 有 理 点 的 理由 .) 
又 ,上 面 的 “最 多 两 个 元 " 的 例外 可 以 按 下 面 的 办 法 消解 令 


X={ 比 (z:y:z)|z,y,zeQ, az?+by?=cz? 但 不 是 z=y=z=0}, 


与 $1.2(b) 的 方法 相同 , 将 满足 az?2+by? = c 的 (z,y) e QxQ 等 同 于 比 (z:y:1)exX, 
则 前 面 的 1-1 对 应 被 扩张 为 1-1 对 应 


XQU{o0). 


一 ;为 有 理 数 " 的 平方 时 , re Q 对 应 于 X 中 的 元 (1: 7 :0). 

“二 次 曲线 如 果 具 有 一 个 有 理 点 , 则 可 描述 出 其 他 的 所 有 有 理 点 " 这 个 断言 可 以 
如 下 推广 到 特征 非 2 的 域 K 上 的 二 次 曲线 设 a,b,c e Kx, 当 满足 az? + by? = c 
的 (z,y) e K x K 存在 时 , 同样 得 到 1-1 对 应 


X={ 比 (z:y:2)|z,y,z eK, ar?+by? = cz2， 但 不 是 z=y=z=0} ft KUfoo}. 


问题 1 求 ?十 妇 = 5 除 ( 土 1, 填 2),( 土 2, 十 1) (符号 可 以 不 按 顺 次 ) 之 外 的 有 理 点 . 


问题 2 在 序章 的 80.1 中 出 现 的 巴比伦 王国 的 119? + 120? = 169? 所 对 应 的 直角 三 角形 的 


直角 的 两 条 夹 边 长 的 比 说 与 1 非常 接近 , ( 写 下 它 的 巴比伦 王国 的 人 按 z? +y? = z? 解 的 比 的 


大 小 顺序 进行 了 排列 , 在 表 的 开始 就 排出 了 其 比值 非常 接近 1 的 例子 .) 请 给 出 z 与 y 的 比 它 更 
接近 于 1 的 z? 十 y= z? 的 整数 解 . 


82.2 同 余 式 


如 果 有 理 系数 的 二 次 曲线 az? + by? = c 有 一 个 有 理 点 , 按 前 一 节 的 方法 能 求 出 
全 部 的 有 理 点 , 但 判断 是 否 具有 有 理 点 是 比 它 要 深刻 得 多 的 问题 ; 这 是 与 诸如 二 次 
剩余 符号 , 同 余 式 (congruence) 有 关 的 话题. 在 此 我 们 来 讲述 同 余 式 . 


82.2 ” 同 余 式 2 


(a) 同 余 式 及 其 基本 性 质 
对 于 自然 数 m 及 整数 a,b 


a=b modm 


( 读 为 “a 与 上 除 m 同 余 ” 或 者 “a 同 余 b 模 m”) 的 意思 是 说 a-b 是 m 的 整数 倍 . 
例如 ， 
28=3 mod 5, 35 三 0 mod 5. 


关于 同 余 式 , 在 此 我 们 仅 止 于 进行 复习 . 从 同 余 式 的 基本 性 质 复习 到 二 次 剩余 
的 互 反 律 (quadratic reciprocity law). 容易 明白 成 立 下 面 的 事实 . 


(2.2) a=a modm 

(2.3) 车 a=b mod m， 则 b=a mod m. 

(2.4) 若 a=b mod m, b=c mod m， 则 a=c modm. 

(2.5) 车 a=b mod m,c=d mod m, 则 a+c=b+d mod my ac= bd mod m. 


为 了 显示 同 余 式 在 考虑 方程 的 整数 解 和 有 理解 时 的 有 效 作用 , 我 们 举 个 简单 的 
例子 . 例如 , 当 a 为 整数 是 a = 3 mod 4 时 , 可 以 指出 不 存在 使 z + y? = a 成 立 的 
整数 z,y. 如 果 存 在 这 样 的 整数 , 则 有 z? + y? = 3 mod 4. 但 是 , 因为 02 = 0, 1? = 
122 = 0,32 = 1 mod 4, 无 论 取 任何 整数 z,y, 都 不 能 满足 zz +y? = 3 mod 4. 

上 面 的 同 余 式 性 质 (2.2),(2.3),(2.4) 所 说 的 关系 “= mod m” 是 个 “等 价 关系 ” 
, 据 此 以 及 (2.5), 将 满足 a 三 5 mod m 的 a,b 看 作 相同 后 , 得 到 了 由 m 个 元 构成 的 
环 Z/mZ; 对 于 所 说 的 这 些 事实 , 我 们 认为 读者 是 已 经 知道 了 的 . 例如 , Z/6Z 由 6 个 
元 0,1,2,3,4,5 组 成 , 按照 3+4=7 = 1,2 x 3 =6 = 0 等 运算 形成 了 环 . 

我 们 省 略 了 下 面 命题 的 证 明 . 

命题 2.1 设 m 为 自然 数 . 

(1) Z/mZ 为 域 等 价 于 mm 为 素数 . 

(2) 设 p 为 素数 . (此 时 记 域 忆 /pZ 为 FF.) 于 是 ,FF, 的 非 零 元 全 体形 成 的 乘法 群 
Fx 为 阶 数 为 p 一 1 的 循环 群 . 

(3) 设 a 为 整数 , 则 a 在 了 /mmZ 中 的 像 为 ZZ/mZ 中 的 可 北 元 等 价 于 a 与 m 互 


(4) (中 国 剩余 定理 (Chinese remainder theorem)) 设 m = ph .per 为 m 的 素 
因子 分 解 (p1,.…,p; 为 不 同 的 素数 ), 则 得 到 自然 的 同 构 


Z/mZ SZ/pHZ x x Z/pe 2Z. 


(由 左 到 右 的 映射 为 将 以 mod m 看 待 的 整数 , 按照 对 各 个 i 以 mod pf* 来 看 待 这 
个 数 的 映射 .) 就 是 说 , 对 各 个 i 二 1,.… ,7 如 果 给 出 了 整数 ai, 则 存在 整数 使 得 


b=a: mod pr (i=1,..,7) 
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(这 即 说 明 从 左 到 右 是 满 映 射 ) 如 果 b 满足 与 5 的 同一 条 件 , 则 成 立 0 三 以 mod m 
( 它 说 明 此 映射 为 单 射 ). 口 


(b) 二 次 剩余 的 互 反 律 


在 域 Fs 中 , 存在 有 -1 的 平方 根 . 实际 上 因 22 = 4= -1 mod 5, 在 Fs 中 2 是 
一 1 的 平方 根 . 但 是 在 Fr 中 能 够 确定 不 存在 -1 的 平方 根 . 事实 上 , 当 p 为 奇 素数 时 ， 
在 F, 中 存在 -1 的 平方 根 的 充 要 条 件 是 p = 1 mod 4 为 了 回答 关于 对 怎样 的 素数 
p, 在 F, 中 存在 5 的 平方 根 , 3 的 平方 根 等 这 一 类 的 问题 , Gauss 于 1796 年 证 明了 二 
次 剩余 的 互 反 律 . 首先 复习 二 次 剩余 符号 . 

设 p 为 奇 素数 , a 为 不 被 p 除 尽 的 整数 ; 二 次 剩余 符号 (2) e {+1} 定义 为 , 当 


在 F, 中 存在 a 的 平方 根 时 ( 即 ?=a modp 的 台数 2 存在 时 ), 令 (2) = 1 当 
其 不 存在 时 , 令 (2 ) = -1 例如 , 0? = 0 12 = 和 ?=1, 22 三 32 三 4 mod 5, 故而 


-0-: O-O- 
由 命题 2.1 (2) 知 , 商 群 FX /(Fx)? 同 构 于 阶 数 为 2 的 乘法 群 {1}. ( ) st 
正 是 a 的 类 在 群 同 构 Fx/(FX)? {1} 中 的 像 . 因此 ， 


(的 -全 的 
对 于 不 能 被 p 除 尽 的 整数 wz 成 立 . 


定理 2.2 设 p 为 奇 素数 . 
(1) (二 次 剩余 的 互 反 律 ) 设 g 为 与 p 不 同 的 素数 , 则 


-0 人 
(2) (第 一 补充 律 ) 
ea Hd bah 


(3) (第 二 补充 律 ) 


(2)=c 5 等- p=1,7 mod8 村 
-1 p=3,5 mod 8. 
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(2) 是 刚才 关于 在 Fo 是 否 存在 -1 的 平方 根 的 判别 法 则 . 作为 (1) 的 例子 , 设 p 
为 非 2 非 5 的 素数 , 则 在 Fo 中 存在 5 的 平方 根 的 充 要 条 件 为 p = 1 或 4 mod 5， 


这 由 _ 

四 = 全国 = 国 
得 到 【 (2) 已 经 计算 过 了 ). 另外 , 设 为 旧 2 非 的 素数 , 则 在 B 中 存在 3 的 平 
方 根 的 充 要 条 件 是 了 = 1 或 11 mod 12, 这 由 


-cy -cr 


以 及 GQ) -1 @ 二 -1 得到. 


问题 3 设 p 为 非 2 非 3 的 素数 , 证 明 在 Fn 中 存在 一 3 的 平方 根 的 充 要 条 件 是 p 三 
1 mod 3. 

问题 4 设 m 为 整数 , p 为 不 除 尽 2m 的 素数 , 证 明 在 Fo 中 m 的 平方 根 存在 与 否 只 由 
p mod 4|m| 决定 (就 是 说 , 若 取 p' 为 不 能 除 尽 2m 的 素数 且 p 三 p' mod 4lml, 则 成 立 “Fe 中 
存在 mm 的 平方 根 侣 Fp, 中 存在 m 的 平方 根 ”). 


82.3 二 次 曲线 与 二 次 剩余 符号 


(a) 二 次 曲线 有 理 点 的 有 无 

我 们 将 叙述 关于 二 次 曲线 azz 十 届 2 =c (a,b,ce Qx) 上 是 否 存在 有 理 点 的 判别 
定理 2.3. 该 定理 的 证 明 要 到 82.6 中 才 给 出 . 对 方程 两 边 除 以 c, 那么 只 要 考虑 c= 1 
的 情形 就 够 了 . 

对 于 wb e Qx, 我 们 将 对 每 个 素数 定义 (ab e {1}, 并 定义 (abs € {1}. 
称 (a,b。(o 为 素数 或 co) 为 Hilbert 符号 (Hilbert symbol). (ob 的 定义 将 在 后 面 
给 出 , 而 且 当 p 为 奇 素数 时 , 我 们 将 会 用 到 二 次 剩余 符号 Qa 来 进行 定义 . 另外 ,我 
们 定义 


全 a>0 或 b>0 
-1 a<0 且 5<0. 
容易 和 弄 清 下 述 事实 , 即 
(a,b)w = 工会 存在 实数 z,y 使 az? + by =1. 


为 了 能 存在 满足 az2 + by? = 1 的 有 理 数 z,y, 必须 首先 要 存在 满足 它 的 实数 , 这 可 
以 用 (abs 来 判断 . 然而 , 就 凭 这 一 点 当然 不 能 判断 有 理 数 解 的 有 无 , 它 不 在 “ 实 
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数 的 威力 ”(, )w 范围 之 中 , 对 于 各 个 素数 p 有 “素数 的 威力 ”(,)p, 来 区 分 有 理解 的 
有 无 . 所 说 的 便 是 下 面 的 定理 . 


定理 2.3 设 a,be Q*. 存在 满足 ar? 十 by? = 1 的 有 理解 7,y 的 充 要 条 件 是 成 
立 (a,b)w = 1 并且 对 所 有 的 素数 p 成 立 (ojD)p = 1. | 


(b) Hilbert 符号 的 定义 与 性 质 


在 叙述 Hilbert 符号 (a,5), (p 是 素数 ) 之 前 稍 做 点 准备 . 对 于 素数 p, 定义 @ 的 
子 环 Zp) 为 


Zw ={F |ab eZ, 4 不 被 p 除 尽 }. 
对 于 n > 1, 自然 同 态 Z 一 Z/p"Z (以 mod p" 对 待 ) 可 扩张 为 环 同 态 (ring homo- 


morphism) 
Zom 一 Z/PrD， 
jn 
Ch:: mod 7 


b b mod pm 


(用 到 了 5 mod mm 为 Z/p"Z 中 可 逆 元 的 事实 ). 这 一 同 态 也 可 以 这 样 来 理解 : 自然 
同 态 Z/p"Z 一 Zp)/p"Zy) 是 同 构 , 而 上 面 的 那个 同 态 恰 是 复合 


(wbeZ,0 不 被 p 除 尽 ) 


Zp) 一 Za/p"Zo) 兰 Z/pnZ 


Zp) 的 元 z 在 Z/p"Z 中 的 像 以 > mod p" 记 之 . 
Zw) 的 可 道 元 全 体 (Zt))* 等 于 {5 | a,b eZ,a,6 不 能 被 p 除 尽 }. 非 零 有 理 数 


可 以 唯一 地 表示 为 pr"u (m € Z, we (Z(p))*). 
对 素数 p 与 wb e Q@*, 我 们 来 定义 Hilbert 符号 (a,5b)p. 记 


a=piu, b=piv (i,j€Z, uve (Zp))”), 
令 


r= (1)Yaibi = (-D)iaioe (Zep))*. 


(b= (Fae) 


了 
( 右 端 为 二 次 剩余 符号 ). 若 p = 2, 令 


若 p 关 2, 令 


Ea l,l 


人 ba = (-1) (1) 3. 


在 这 里 -1 的 指数 (属于 Z(2)) 按照 Z(2) 一 Z/2Z 看 作 Z/2Z 中 的 元 . 
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命题 2.4 设 v 为 素数 或 co. 

(1) (wb = (如 av 

(2) (a, be), = (a, b)v(a, c)». 

(3) (a, 一 a)v =1. 若 a 关 1, 则 

(4) 设 p 为 奇 素数 , a,b e (Zl(p) 
(41) (a,b)p=1. 
Ga (opt), = ( 


(5) 设 wb & Zib), 则 成 立 


(51) (a,b)2= { 


1 
(5-2) (a,26)2 = { 


一 


(a,1—a), = 1. 
)*, 于 是 成 立 


a mod 2) 


1 a=1 mod 4 或 b=1 mod4 
-1 a=b=-1 mod 4. 


a=1l mod 8 或 a=1 一 2b mod 8 
其 他 的 情形 . 


| 


这 个 命题 由 Hilbert 符号 的 定义 出 发 , 无 需 特别 地 开动 脑筋 便 可 得 到 , 故 略 去 


证 明 . 
(c) Hilbert 符号 的 乘积 公式 


下 面 的 定理 使 用 Hilbert 符号 重 写 了 二 次 剩余 的 互 反 律 及 其 补充 定律 . 


定理 2.5 设 wbeQx. 于 是 ， 


除去 有 限 个 v 外 (a,b。 都 等 于 1 , 且 
II, = 1. 


也 


在 这 个 积 中 ,u 遍历 oo 及 所 有 的 素数 . 口 
注 记 2.6 根据 这 个 定理 , 要 弄 清 定 理 2.3 的 条 件 即 “ 对 所 有 的 w (a,b), = 1” 


是 否 成 立 , 只 要 验证 对 co 和 素数 


以 了 . 


[定理 2.5 的 证 明 ] 对 于 (a,b) 
题 2.4(4-1) 以 及 除去 有 限 个 素数 p 
有 v 的 那个 积 为 1 的 论断 , 根据 命 


和 的 一 个 v 以 外 的 其 他 所 有 的 v 能 成 立 的 话 就 可 


。 在 除去 有 限 个 v 外 都 为 1 这 个 论断 , 可 根据 命 
外 都 有 ab e (Zn))x 这 个 事实 得 到 . 对 于 遍历 所 
题 2.4(1),(2),(3)( 考 虑 a,b 的 素 因 子 分 解 ), 若 能 对 


下 面 的 (i) 一 ( 阁 ) 情形 得 到 证 明 即 可 . 


(i) wb 为 相 异 的 奇 素数 . 
人 a 为 奇 素数 ,b 为 -1 或 2. 
( 首 )a= 一 1,5 为 -1 或 2. 
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人 的 情形 . 根据 命题 2.4 有 


a 
全 中 二 外 = 
(-D)5 v=2 
1 其 他 的 v, 


结果 [J(e,5)。= 1 不 是 别 的 , 正 是 二 次 剩余 的 互 反 律 (定理 2.2(1)). 
的 ) 的 情形 . 根据 命题 2.4, 有 


(0,-Ds=) (1) v=2 
让 其 他 的 v， 
2 v=@ 
a 
(a,2), = (DD 守 } v=2 
1 其 他 的 v， 


于 是 , [[(e,5)。 = 1 不 是 别 的 , 正 是 补充 定律 (定理 2.2(2),(3)). 

的 ) 的 情形 . 由 计算 一 看 就 明白 了 : 

全 -1 "为 2 或 oo 
也 其 他 的 v 
(-1,2),。 =1 所 有 的 wv. 上 

注 记 2.7 将 二 次 剩余 的 互 反 律 改 成 定理 2.5 的 形式 时 (由 Hilbert) , 就 看 出 二 
次 剩余 的 互 反 律 表 现 了 “实数 的 威力 ”与 “素数 的 威力 ”的 协调 性 . 

(qd) 例子 


应 用 定理 2.3 来 具体 确定 一 条 二 次 曲线 是 否 有 有 理 点 . 

作为 准备 我 们 注意 下 面 的 事实 . 设 a,b,c e Q@*, 则 下 面 的 (0, (ITD) 等 价 . 
(D 存在 z,yeQ 使 az2+b2 =c. 

(D) 存在 z,y,z € Q, (z,y,z) 夫 (0,0,0) 使 az? +by2 = cz2. 

(>(D) 显然 ( 取 > = 1 即 可 ). 反 过 来 , 设 


az2 + by? = cz2 7z,y,z € Q, (z,y, 2) # (0,0, 0). 


§2.4p 进 数 域 5 


如 时 0 那么 a(2) + 区 = ec. 如 果 z=0 而 z 关 0, 那 么 有 a=e(2) - 
5 ( 攻 ) ， 由 $1.1 的 结果 知 , 二 次 曲线 a = cu? -- bv? 有 无 限 多 个 有 理 点 , 因此 具有 
EY v2 

#0 的 有 理 点 . 这 样 有 a(2) +6(2) = 

命题 2.8 设 p 为 素数 . 

(1) 存在 z,y Ee 使 得 Dp= 2? 十 y? 的 充 要 条 件 是 p 三 1 mod 4 或 者 p= 2. 

(2) 存在 z,y Ee Q@ 使 得 p = z2 十 5y? 的 充 要 条 件 是 p 三 1 或 9 mod 20 或 者 
p=5. 

(3) 存在 z,y E Q 使 得 p = z2 十 26y? 的 充 要 条 件 是 p 三 1 或 3 mod 8 并 且 
p 三 (1,3,4,9,10,12 中 的 一 个 ) mod 13. 口 


[证 明 ] 设 ae Qx. 对 于 是 否 存在 z,y e Q 使 得 p = x? + ay? 的 问题 , 如 果 我 
们 将 方程 改写 为 pz? = z2 + ay? 或 z2 = pz2 - ay2, 则 由 上 述 的 (D 与 (ID) 的 等 价 性 
可 以 知道 , 这 个 存在 性 问题 与 (p, -a), = 1 对 所 有 v (所 有 v 是 指 co 与 所 有 的 素数 ) 
成 立 与 否 的 问题 相同 . 根据 注 记 2.6, 不 用 验证 v = p 的 情形 也 可 以 . 

(1) 的 证 明 . 像 在 定理 2.5 的 证 明 中 已 计算 过 的 那样 知 , 若 v 冯 2,p, 则 (p, 一 1), = 
1 车 p 取 2, 则 (p, 一 1)2 = (-1) 呈 .由 此 得 到 (1). 

(2) 的 证 明 . 根据 命题 2.4(4-1), 当 wv 关 2,5,p 时 ，(p,-5)。= 1. 车 p 关 2, 则 
(p,-5)a = (号 .车 p 关 5, 则 (p, 一 5)s = (5). 由 上 面 这 些 计算 得 到 了 (2). 

(3) 的 证 明 .根据 命题 2.4(4-1), 若 v 关 2,13,p, 则 (p, 一 26),。 = 1. 若 pp 大 2， 
当 p 三 1 或 3 mod 8 时 , (p, 一 26)2 = 1; 而 当 p = 5 或 7 mod 8, 时 , (p, 一 26)2 = 
一 1 车 p 六 13, 则 (p, -13)is = ( 若 )， 根据 对 Z/13Z 中 元 的 平方 的 实际 计算 知 ， 


当 a = 1,3,4,9,10,12 mod 13 时 ， (各) = 1; 而 当 a = 2,5,6,7,8,11 mod 13 时 ， 


( 癌 ) = -~ 由 此 得 到 (3). 0 


命题 2.8 中 考虑 了 方程 的 有 理 数 的 解 , 但 是 其 整数 解 又 怎样 呢 ? Fermat 曾 叙述 
过 (80.2) 存在 满足 p = z2 十 妇 的 z,y € Z 的 充 要 条 件 为 p= 三 1 mod 4 或 者 p= 2. 
这 与 存在 有 理 数 解 的 条 件 一 致 . p = z? + 5y? 整数 解 的 存在 条 件 与 有 理解 的 存在 条 


件 也 一 致 ， 但 关于 了 = z2 十 26y， 尽管 按 命题 2.8(3), 在 3 = z2 + 26y? 中 存在 有 理解 
(mm, 3= Q +26 全 )， 但 它 却 确实 不 存在 整数 解 .在 此 出 现 的 存在 整数 解 
的 条 件 与 存在 有 理解 的 条 件 或 一 臻 或 不 一 致 的 情形 与 类 域 论 有 关 , 我 们 将 在 第 五 章 


中 涉及 . 


问题 5 Diophantus 的 《数论 》 中 写 了 15z? -- 36 = y? 没有 有 理 数 解 的 话 . 这 是 正确 的 . 
运用 定理 2.3 来 验证 它 . 
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82.4 p 进 数 域 
Hilbert 符号 (, )w 的 意思 是 说 , 对 于 a,b e Qx， 
(a,b)w =1 今 存在 z,yeR 使 得 auz2 十 by2 = 1 


对 于 每 个 素数 p, (a,5), 具有 相似 的 解释 . 就 是 说 , 对 于 每 个 素数 p 存在 Q 的 扩 
域 Qw, 其 具有 可 与 R 相 比 拟 的 重要 性 ( 我 们 称 此 扩 域 为 p 进 数 域 (p-adic number 
field) 或 p 进 域 , 称 其 元 素 为 p 进 数 ), 使 得 对 wp e Qx 有 


(a,b)p = 工会 存在 zy eaQyr 使 得 az2+b2 =1 


成 立 . p 进 域 在 数论 中 非常 重要 . 我 们 的 这 个 82.4 就 是 要 介绍 p 进 数 域 . 

2 进 数 是 由 Hensel 于 1900 年 前 后 引进 的 . 当 考 察 一 直 以 “ 数 即 实数 的 漫长 的 
数学 史 时 , 对 于 在 不 久 前 , 方才 感觉 到 被 称 作 p 进 数 的 数 世界 存在 的 我 们 来 说 , 好 似 
处 于 只 见 过 白昼 天 空 的 人 在 凝望 夜空 时 的 惊讶 状态 . 在 那里 有 着 与 白昼 完全 不 同 的 
数学 景色 . 在 这 个 夜空 中 , 发 射出 的 “素数 p 的 威力 (这 个 词 的 日 文 也 可 翻译 为 “ 素 
数 的 光辉 故 作者 给 了 这 样 的 比喻 一 -译注 ) ”的 Q, 如 果 将 实数 域 R 比 作 太 阳 的 
话 , 它们 就 像 是 在 阳光 下 隐藏 不 见 的 那些 夜空 中 的 星辰, 有 着 对 应 于 各 种 素数 p 的 
Q 那样 无 数 的 星星 , 像 各 种 各 样 的 星辰 可 与 太阳 媲美 那样 , 各 种 Q 也 可 与 R 媲 
美 . 在 夜空 中 可 一 眼 望 尽 远方 , 而 通过 p 进 数 世界 , 我 们 开始 看 见 非常 深远 的 数学 景 
色 了 . 

我 们 之 所 以 要 叙述 三 种 引进 p 进 数 域 的 方法 (后 面 的 (b),(c),(d)), 是 想 让 读者 
按照 适合 自己 的 引进 方法 去 熟悉 p 进 数 域 . 


(a) 关于 p 进 数 的 远近 感觉 


作为 数 的 世界 , Q@, 与 及 有 着 完全 不 同 得 远近 感 . 在 @Q 中 , p 靠近 于 0, 数列 
Z2, pp4 逐渐 地 趋向 0. 我 们 来 描述 这 个 远近 感 的 “感觉 ”. 在 Q; 中 的 远近 感 
是 “来 自 同 余 式 的 远近 感 ”, 而 “来 自 同 余 式 的 远近 感 ”的 意思 如 下 . 

譬如 , 以 mod 5 将 整数 分 类 时 , 整数 被 分 进 了 5 个 房间 (三 0 mod 5 的 房间 , = 1 
mod 5 的 房间 , …), 从 而 产生 了 进入 同一 房间 的 整数 是 相近 的 感觉 . 进一步 , 如 果 以 
mod 25 分 类 , 则 以 mod 5 分 成 的 5 个 房间 又 分 别 被 进一步 分 成 满足 = 1 mod 25 
的 整数 的 小 房间 , 满足 = 6 mod 25 的 整数 的 小 房间 , 满足 = 11 mod 25 的 整数 的 小 
房间 , 等 5 个 小 房间 . 1 与 6 与 51 进入 了 按 mod 5 分 类 的 同一 房间 , 而 按 mod 25 
分 类 的 话 , 1 和 6 却 分 别 进入 了 不 同 的 小 房间 , 51 和 1 则 进入 了 同一 小 房间 . 于 是 产 
生 了 6 比 4 离 1 近 , 51 又 比 6 离 1 近 这 样 的 感觉 (图 2.5). 

当 p 为 素数 时 , 整数 a,5 对 于 非常 大 的 n 车 有 a = 5 mod p", 会 感到 它们 非常 
靠近 . 把 这 种 感觉 方式 可 以 当 作 p 进 的 远近 感 后 , 在 深入 追究 这 种 p 进 远近 感 时 , p 
进 数 将 像 下 面 要 氢 述 的 那样 表现 出 来 . 


82.4p 进 数 域 1 部 


以 mod5 分 类 以 mod25 分 类 


图 2.5 按 mod (5 的 等 ) 分 类 


我 们 现在 知道 的 “ 数 的 远近 感 ” 是 实数 世界 (排列 在 数 直线 上 的 数 ) 的 远近 感 ， 
以 及 按 同 余 式 的 远近 感 两 类 (无 论 怎样 , 都 有 数 的 加 法 和 乘法 两 个 并 立 的 远近 感 . 
在 同 余 式 的 情形 中 , 所 谓 “两 个 并 立 ” 是 指 同 余 式 的 性 质 (2.5)) 在 这 个 按 同 余 式 的 远 
近 感 之 中 , 为 什么 重视 上 面 那样 的 mod pn (p 是 素数 ) 形式 同 余 式 的 远近 感 呢 ? 下 
面 是 回答 . 

设 m 为 自然 数 , 设 其 素 因 子 分 解 为 m = p8 …p8r (p1,… ,pr 为 相 异 的 素数 ) 对 
于 整数 wb a 三 b_ mod m 等 价 于 对 所 有 i = 1,… ,7 成 立 a 三 b mod pf*. (这 是 中 民 
剩余 定理 (命题 2.1(4)) 的 结论 .) 于 是 ，mod m 的 远近 感 是 由 “ mod 素数 的 寡 " 的 
远近 感 “ 合 成” , 所 以 按 “ mod 素数 的 寡 ” 形式 的 同 余 式 得 到 的 远近 感 是 带 有 根本 本 
性 的 . 

设 bp 为 素数 . 有 理 数 a 的 p 进 赋值 (p-adic valuation) ordp(a) 定义 如 下 . 像 定 
义 1.5 那样 , 在 a 关 0 的 情形 , 将 其 表示 为 


4 二 pm (m € Z,w,v 为 不 被 p 除 尽 的 整数 ) 


时 , ordp(a) = m. (就 是 说 , ordp(a) 是 a 恰好 被 p 的 以 它 为 指数 的 寡 除 尽 .) 令 
ordp(0) = co. 下 面 的 公式 成 立 . 


(2.6) ordp(ab) = ordp(a) + ordp(b). 


(2.7) ordp(a +b) > min(ordp(a), ordp(b)). 
(2.8) 如 果 ordp(a) 关 ordp(b), 那 么 ordp(a 二 5) = min(ordp(a), ordp(b)). 


(在 这 里 , 规定 co + co = oo0,0o > co. 对 所 有 的 整数 n， +n=n+o00=00,00>n) 
前 面谈 到 的 对 于 整数 的 远近 感 可 以 推广 到 有 理 数 , 当 有 理 数 a,b 的 ordp(a -中 
非常 大 时 , 则 想 成 是 “ 按 p 进 非常 靠近 ”. 
定义 有 理 数 数列 (zn)n>1 按 p 进 收敛 于 有 理 数 a (p 进 收敛 ) 为 


当 m 一 oo 时 ,ordp(zn -ao) 一 oo. 
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例如 ,p =5 时 , 令 
zn=1 一 5 二 2 一 3 十.… 十 (5)". 
数列 (zn)>1 在 实数 世界 的 通常 的 意义 下 虽然 是 发 散 的 , 但 可 以 证 明 它 按 5 进 则 收 
敛 于 革 . 由 于 一 般 地 ,对 a 承 1 成 立 


1 
1+a+o2 十 .… 十 om 一 = 一 天 一 ， 
1 一 a 1 一 a 


( 令 a= -5) 于是， 
1 ("5n+l 
i 
此 , 当 n 一 co 时 ， 
ords (a 一 3) = ords (Se) =Nn+1 = oo. 


这 样 的 p 进 收敛 完全 不 同 于 通常 的 收敛 . 现在 我 们 把 (zn)w>1 按 5 进 收敛 于 记 为 


(2.9) (5 = 这 5 进 ) 
i=0 


i= 


在 实数 世界 的 事实 
= ， 1 
车 -1<z<1, 则 2 ee 


中 , 我 们 以 不 经 意 的 样子 令 z = -5 的 话 , 便 有 了 关于 按 5 进 收敛 的 (2.9) 的 正确 
式 子 . 


问题 6 设 p 为 素数 , c 为 有 理 数 , ordp(c) > 1. 证 明 此 时 成 立 


De = 过。 时 ? 过) 


所 
(是 说 , 令 zn = 六 co 则 按 p 进 (cojszl 收 全 于 ) 
Ed 

(2.9) 式 具有 下 面 的 那 种 “具体 意义 ”. 对 于 每 个 n > 1, 在 Z/5"Z 中 求 6 的 逆 元 
时 , 它 告诉 了 我 们 1 一 5 十 下 一 … 十 (-5)”-! 是 6 的 逆 元 . 例如 ,在 Z/25Z 中 1-5= -4 
为 6 的 道 元 , 在 Z/125Z 中 1 一 5+52 = 21 为 6 的 逆 元 , 事实 上 6x21=126=1 
mod 125. 

问题 7 以 (2.9) 说 明 为 什么 1 一 5 十 下 一 …+(-5)"-! 是 6 在 Z/5"Z 中 的 
道 元 . 
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问题 8 求 在 Z/34Z 中 4 的 逆 元 . 


以 上 的 “p 进 收敛” 可 以 看 成 如 下 那样 的 “在 度量 空间 中 的 收敛 ” : 对 于 有 理 数 
a 当 a 关 0 时 , 定义 其 p 进 绝对 值 (p-adic absolute value) lal。 为 


ordp(a) 
， 


lalp = 
(lolp = 0). lalp 是 “在 p 进 意义 下 的 a 大 小 度量 ”. 例如 ， 
1 二 
lplp = p’ lm ,~ rr" 


这 样 一 来 , p 进 绝对 值 很 好 地 表现 了 zzz,p8,… 按 p 进 收敛 于 0 的 事实 . (这 里 82.4 
的 讨论 对 于 用 任意 0 < + < 1 的 数 定义 的 p 进 绝对 值 lal = rerav(o) 仍然 成 立 . 但 
是 , 取 = 最 自然 , 这 在 后 面 的 条 目 (C) 的 最 后 部 分 有 所 说 明 ). 

由 ordy 的 性 质 (2.6),(2.7), 我 们 有 


(2.10) lablp = lalplblp, 


(2.11) let+ blp < max(lalp, lblp) (因而 , |a + blp < lal 十 lb) 


令 有 理 数 a 与 b 之 间 的 p 进度 量 (p-adic metric) dp(a,b) 为 


dp(a,b) = la — blp, 
dp 满足 
(2.12) dp(a,5b) > 0. 当 且 仅 当 a = 6 时 dp(a,b) = 0. 
(2.13) dp(a;b) = dp(b, a). 
(2.14) dp(a;0) < dp(a,b) + dp(b, ©). 


于 是 Q 成 为 了 关于 d 的 度量 空间 (metric space). 称 有 理 数 的 数列 (zn)n>1 按 
了 进 收敛 于 有 理 数 a 是 说 


dp(zZn,4) = 0( 当 nn 一 00 时), 
如 果 使 用 度量 空间 的 语言 就 是 (zn)a>1 相对 于 度量 d 收敛 于 a. 
(b) 作为 Q 的 完备 化 引进 Q，。 
在 实数 世界 里 , 像 


1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ...— Vi¢ © 
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这 样 的 有 理 数 数列 可 以 收敛 于 非 有 理 数 . 仅 在 有 理 数 世界 的 范围 里 , 像 上 面 数列 那 
样 “可 以 收敛 ” 的 数列 不 具有 在 其 中 的 极限 , 这 是 个 不 完全 的 世界 . 如 果 从 @ 来 看 ， 
所 谓 R 可 以 说 是 (关于 通常 收敛 意义 下 的 ) 使 “可 以 收敛 ”的 有 理 数 数列 能 够 收敛 
的 Q@ 的 扩张 .( 这 个 “可 以 收敛 ”的 意思 下 面 有 确切 的 论述 .) 

对 于 p 进 收敛 , 在 有 理 数 世 界 的 范围 里 “可 以 收敛 ”的 数列 的 极限 可 以 不 在 其 
中 , 它 也 是 个 不 完全 的 世界 . 按照 p 进 收敛 的 “可 以 收敛 " 的 有 理 数 数列 能 够 有 极限 
的 Q 扩张 就 是 Qp. R 与 Q, 在 这 一 点 上 是 基于 同样 动机 得 到 的 Q 的 扩 域 . 我 们 首 
先 从 复习 RR 的 正确 定义 开始 , 然后 再 引进 Q， 的 定义 . 

如 在 80.1 中 所 叙述 的 那样 , 古 希 腊 人 所 烦恼 的 “从 有 理 数 去 看 , 实数 是 什么 (图 
以 有 理 数 为 根本 如 何 正确 定义 实数 )” 的 问题 , 直到 19 世纪 好 不 容易 才 得 到 解决 . 在 
此 介绍 19 世纪 末 Cantor 用 “可 以 收敛 ” 数列 的 极限 定义 实数 的 方法 .( 在 Cantor 之 
前 , Dedekind 以 “有 理 数 的 分 割 ” 得 到 了 实数 的 定义 . 这 可 解释 为 , 例如 , 实数 V5 把 
有 理 数 集合 分 割 为 reQ@ | z < V3} 和 {z e Q | z > V3} 这 两 部 分 .) 

定义 有 理 数 数列 (z)n>i 为 Cauchy 序列 ( 这 就 是 前 面 所 说 过 的 , 通常 意义 下 
的 “可 以 收敛 ” 的 数列 ) 是 说 如 果 它 满足 下 面 的 条 件 (C). 

(C) 对 任意 的 正 有 理 数 <, 存在 序号 N 使 得 


如 果 m,n>> NN, 那么 |zm 一 zn| <e 


在 有 理 数 世界 里 , (通常 的 收敛 的 意义 下 ) 收敛 于 有 理 数 的 数列 是 个 Cauchy 数 
列 , 也 有 前 面 的 1.4,1.41,1.414,1.4142,… 这 样 的 Cauchy 序列 不 收敛 于 有 理 数 . 然 
而 在 实数 世界 里 , Cauchy 数列 与 收敛 性 等 价 . 此 时 反 过 来 表达 这 个 思想 , 定义 “所 谓 
实数 就 是 收敛 于 此 实数 的 有 理 数 的 Cauchy 序列 ”, 这 便 是 Cantor 的 定义 方法 . 准 
确 地 说 , 设 5 为 全 部 Cauchy 序列 的 集合 , 在 5 中 定义 一 个 等 价 关 系 : 称 (zw)>1 与 
(yn)>1 为 等 价 是 说 , 如 果 “ 对 任意 的 正 有 理 数 e, 有 序号 N 使 得 
如 果 n > N, 那么 |zn 一 yn| <& 
成 立 ”. 于 是 定义 R 为 5 以 此 等 价 关系 分 类 所 得 到 的 商 集合 . (上 述 “ 等 价 ”的 结果 
是 “收敛 于 同一 实数 ”.) 及 中 的 加 法 和 乘法 定义 为 
(zn)nz1 的 类 + (yn)>1 的 类 = (zn 十 加)n>1 的 类 ， 
(zn)n>1 的 类 (yn)>1 的 类 = (zn .如 )n>1 的 类 . 
可 以 证 明 及 对 于 这 些 运算 成 为 一 个 域 . 

现在 终于 到 了 定义 Qj 的 时 候 了 . 称 有 理 数 数列 (zw)n>i 为 p 进 Cauchy 序列 
( 即 关 于 p 进 收敛 的 “可 以 收敛 ” 数列 ) 是 说 , 如 果 它 满足 下 面条 件 (Cn). 

(Cp) 对 任意 正 有 理 数 ,存在 序号 N 使 得 


若 mmu > N, 则 |zmn 一 znlp<e 
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成 立 . 
令 有 理 数 的 p 进 Cauchy 序列 的 集合 为 Sw, 在 Ss 中 定义 一 个 等 价 关系 如 下 ， 
(zn)n>1 和 (yn)n>1 称 为 是 等 价 的 , 如 果 “ 对 任意 正 有 理 数 e, 有 序号 N 使 得 


若 n>N, 则 |zn 一 ynlp <e 


成 立 .” 以 此 等 价 关 系 对 So 分 类 所 得 到 的 商 集合 定义 为 Qu. 在 Q 中 的 加 法 和 乘法 
法 则 像 前 面 对 R 的 情形 那样 同样 地 定义 . 可 以 证 明 Qw 在 这 些 运算 下 是 个 域 . 

由 Q@ 得 出 及 及 Q, 的 方法 都 是 一 般 所 说 的 “度量 空间 的 完备 化 (completion of 
a metric space)”, 按 通常 的 距离 将 Q 看 为 度量 空间 时 的 完备 化 便 是 及 , 按 p 进度 量 
将 Q 看 为 度量 空间 的 完备 化 便 是 Qr. 

将 有 理 数 a 等 同 于 Q 中 的 “每 项 恒 等 于 a 的 数列 (这 是 一 个 p 进 Cauchy 序 
列 ) 的 类 ”的 元 , 于 是 Q 被 嵌入 在 Qu 中 . 

在 Q@ 中 所 定义 的 p 进 赋值 ord, p 进 绝对 值 | lw p 进度 量 d, 都 可 以 延 拓 到 
Q 中 . 对 于 Qw 的 元 a 按 下 面 的 方式 定义 ordp(a) es ZU {co}. 如 果 a = 0, 则 令 
ordp = oo. 如果 a 关 0, 设 有 理 数 的 p 进 Cauchy 序列 (zn)w>1 的 类 为 a. 对 于 充分 
大 的 n, ordp(zn) 是 固定 不 变 的 , 这 可 用 (2.6) 一 (2.8) 证 明 (证 明 略 ). 定义 这 个 固定 的 
值 为 ordp(a). 这 个 ordp(a) 不 依赖 这 样 的 p 进 Cauchy 序列 (z,),>1 的 选取 而 是 由 
a 本 身 决定 . 

对 Qp 的 元 a, 当 a= 0 时 定义 |als = 0, 当 a 关 0 时 定义 lol = pr-orde(o), 对 于 
,bE Qp 定义 dp(a,b) = |a 一 blp. 这 些 在 Q 中 被 定义 的 ordp, | 1。, dp 对 于 所 有 的 
wb e Qp 也 满足 (2.6) 一 (2.8), (2.10) 一 (2.14). Q; 被 看 成 关于 这 个 d， 的 度量 空间 , 因 
而 也 被 看 成 了 拓扑 空间 . 

Qp 中 元 的 序列 (zw)n>1 收敛 等 价 于 说 (zn)w>1 满足 前 述 的 条 件 (Cb). Q 在 Q@。 
稠密 (就 是 说 , Q, 的 每 个 元 都 是 Q@ 中 元 构成 的 序列 的 极限 ). 事实 上 , 对 于 Qw 中 的 
元 a 与 有 理 数 数列 (zn)n>1 而 言 , (zn)w>1 收敛 于 a 与 (zn)w>1 是 个 p 进 Cauchy 序 
列 且 其 类 为 a 等 价 . 

在 Q 中 无 限 和 的 收敛 法 则 与 R 中 的 无 限 和 相 比 起 来 倒是 稍 许 简单 一 些 . 


引 理 2.9 设 ane Q, (n >). 在 Q, 中 和 芝 a 收 伊 ( 即 令 sn 二 芝 ai 时， 


n=1 $= 
(sn)nz1 收敛) 的 充 要 条 件 为 当 n 一 oo 时 ,在 及 中 有 |anlp 一 0( 即 ordp(an) » 00). 
口 


在 恨 中, 当 n 一 oo 时 ,虽然 二 | 一 0 但 党 并 不 收敛, 故而 情况 更 加 复杂 


与 其 不 同 , 在 Q; 中 成 立 |z 二 yl < max(|zlo, lj) 而 在 及 中 z+g| < max(lzl, |y]) 
并 不 成 立 . 


[ 引 理 2.9 的 证 明 ] 像 上 面 所 说 过 的 那样 , (s)n>1 收敛 与 (sn)n>1 满足 条 件 (Cn) 
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等 价 , 而 后 者 与 |an|p 一 0 等 价 的 事实 则 可 应 用 p 进 绝对 值 的 性 质 (2.10), (2.11) 而 
得 到 . 上 


(c) 使 用 逆向 极限 引进 Qv 
令 
Zp = {a € Qp | ordp(a) > 0}. 

Zp 是 Qw 的 子 环 . (这 由 ordp : Qp 一 ZU {co} 满足 (2.6),(2.7) 而 得 到 .) 称 Z, 的 元 
为 p 进 整数 (p-adic integer). 

在 本 小 节 (c) 中 , 可 以 用 所 谓 “ 逆 向 极限 ”的 思想 来 把 握 Z,, 故而 可 以 叙述 不 同 
于 已 经 做 过 的 方法 引进 Q. 

稍 许 一 般 性 地 我 们 来 叙述 “逆向 极限 ”的 定义 . 

定义 2.10 当 给 出 由 集合 Xn (n = 1,2,3,…) 和 映射 万 : Xn_1 一 Xn (n = 
1,2,3,…) 构成 的 系统 


-i 
时 , 称 乘积 集合 X 的 子 集合 


n>1 


{(an)nz1 e [Xn | 对 所 有 的 n>1 有 f(an41) = an} 


n>1 
为 该 系统 的 逆向 极限 (inverse limit), 记 为 JimXn. 口 


在 定义 2.10 中 , 取 Xn = Z/p"Z, 取 所 为 从 Z/pn+lZ 到 Z/pnZ 的 自然 投影 ,我 

们 来 考虑 系统 
2/p2Z 一 2Z/paZ 一 Z/p2Z 一 Z/pZ 

的 逆向 极限 im Z/pn2 的 意义 . lim Z/pnZ 的 元 (onjs>i 具有 下 面 的 意义 . 

ai e Z/pZ 在 以 _mod p 的 观点 看 待 时 , 它 是 全 体 整数 被 分 成 的 p 间 房 间 中 的 
oa 是 满足 户 (oa) = ai 的 Z/p?Z 的 元 . 这 表明 在 以 mod p? 的 观点 看 待 时 , al 
所 在 房间 被 分 成 了 p 小 间 , 而 oa 在 其 中 的 一 小 间 . 

as 是 满足 户 (oa) = oz 的 Z/p3Z 中 的 元 . 这 表明 在 以 _mod ps 的 观点 看 待 时 ， 
oa 所 在 房间 被 分 成 了 更 小 的 p 个 小 间 , 而 os 则 在 这 些 更 小 的 小 间 中 的 一 间 . 

如 此 这 般 , 某 个 房间 中 的 小 房间 , 这 些小 房间 中 的 一 个 更 小 的 小 房间 , .…, 等 等 
不 断 地 确定 下 去 , 便 给 出 了 lim Z/p"zZ 中 的 元 . 

实际 上 , 这 个 hm Z/p"Z 与 Zn 同 构 ， 首 先 来 给 出 映射 lm z/zpnZ _，Z,， 取 
(en)n>1 elim Z/pnZ; 对 于 每 个 n> 1 取 整 数 nm, 使 得 m 在 ZpnzZ 中 的 像 为 a 则 
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zn 全 都 属于 ol 所 在 房间 , n > 2 的 zn 全 都 属于 az 所 在 小 房间 , n > 3 的 zn 全 都 属 
于 as 所 在 更 小 的 房间 , … . 这 给 了 我 们 “(zn)n>1 收敛 到 某 个 元 ”的 感觉 . 实际 上 ， 
因为 “ 当 m,n > N 时 , 成 立 zm = zn mod p™ ( 即 |zm 一 znlp < 识 ) ， 故 (zn)n>1 
是 个 p 进 Cauchy 序列 , 从 而 在 Q@。 中 收敛 . 因为 对 所 有 的 n, ordp(zn) > 0, 所 以 这 
个 极限 属于 Zr. 

将 (an)n>1 € lim Z/p"Z 按 此 方式 对 应 于 p 进 Cauchy 序列 (zw)w>1 的 极限 
eZ, 便 得 到 了 映射 im Z/p"Z 一 2 


引 理 2.11 上 面 所 定义 的 映射 


lim Z/p"Z — Z» 
i 


为 满 单 射 . Oo 


此 引 理 的 证 明 将 在 后 面 给 出 . 

现在 叙述 使 用 逆向 极限 引进 Q, 的 方法 . 首先 以 北极 限 lm Z/p"Z 定义 Zr. 在 
定义 2.10 中 如 果 X。(n > 1) 全 是 环 , 而 f 全 为 环 同 态 , 则 对 于 lim X 中 的 元 
(an)az1 和 (bn)az1 的 和 与 积分 别 按 (on 十 如)jn>i 与 (anbn)a>1 定义 , 从 而 在 lim X。 
中 引进 了 环 的 结构 ,于 是 现在 定义 的 Z 具有 了 环 的 结构 . 然后 再 证 明 Z 为 整 环 , 
在 此 , 我 们 定义 Q; 为 整 环 Z, 的 分 式 域 ( 商 域 ) 

这 个 引进 方法 的 思想 是 将 Z/pnZ 中 的 n 渐渐 变 大 后 从 而 得 到 Zp,“ 对 于 各 个 n 
以 “mod mm 看 待 整数 , 然后 就 可 到 达 Qn ”. 

在 证 明 引 理 2.11 前 , 先 证 明 下 面 的 命题 . 在 下 面 的 讨论 中 , Q@,,Z， 是 指 小 节 (b) 
中 以 完备 化 定义 的 那个 Qw, 以 及 在 本 小 节 (c) 一 开始 所 定义 的 2 

引 理 2.12 

(1) Zp 在 Q 中, 且 既 为 开 集 又 为 闭 集 . 

(2) 设 m 为 整数 , 则 


pmZp = {a € Qp | ordp(a) > m}. 


(3) Zlp) C Zp, 在 Qp 中 有 Qn Zp = Zp). 
(4) 对 于 所 有 的 整数 m > 0, 有 


Z/p™Z S Zep)/p™ Lo) S Zp/p™Zy. 
(5) Zp 为 Zlp) 在 Qp 中 的 闭 包 , 也 是 加 的 闭 包 . 口 
[证 明 ] 由 于 (1),(2),(3) 及 (4) 的 第 一 个 同 构 的 证 明 容 易 , 故而 略 去 . 
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证 明 (4) 的 第 二 个 同 构 , 因为 根据 (2), (3) 有 Zo np"Z, = pmZtp), 故 Zp" 
Zlp) 一 Zp/p™Zp 为 单 射 ,另外 设 a e Zz, 由 Q 在 Q 中 稠密 , 故 存在 x e Q 使 得 
ordp(z —a) > m. 由 于 zx 一 aepmZp m2>0,a€ Zp , 故 zeQnzo = Zm. 因此 
a=z+(a 一 z) eZo) +p"Zp. 从 而 Zp /pmZ) 一 Zp/p"mZy 为 满 射 

证 明 (5)， 因 Z, 为 闭 集 合 , 故 只 要 断言 Z, Zt) 在 Z。 中 稠密 就 够 了 , 这 可 从 
(2),(4) 得 到 . > 

[ 引 理 2.11 的 证 明 ] 对 于 Zp 的 元 a, 令 它 在 同 态 

Zy = Zp/p"Zp SZ/p"Z ( 引 理 2.12(4)) 
下 的 像 为 aow, 于 是 得 到 映射 


Zp = im Z/prZ : ar (an)ny1. 


容易 验证 , 这 个 映射 与 引 理 2.11 的 映射 是 互 逆 的 . 上 
在 这 里 我 们 来 解释 p 进 绝对 值 的 定义 是 “自然 的 ”这 名 话 . 在 实数 域 R 中 , 实 
数 a 的 绝对 值 |a| 是 a 们 映射 一 下 : z az 的 “ 模 (倍率 )”. 就 是 说 , 设 为 长 度 
是 1 的 区 间 , 则 o7 = {az | ze 了 为 长 度 是 |all 的 区 间 . 另 一 方面 , 在 Q 中 , p 进 数 
4 的 p 进 绝对 值 lol 是 a 倍 映射 Qs 一 Qp : z m az 的 “ 模 ”. 例如 , 由 于 pZ 是 Zr 
的 指数 为 p 的 子 群 , pZp 的 大 小 可 以 说 是 Zo 大 小 的 2 倍 . 使 用 p 倍 映射 则 将 Zz 的 
大 小 变 成 了 2 倍 . 结果 , lpl = 2 这 个 定义 就 是 说 , 在 Q 中 p 倍 映射 的 模 为 这 
仍然 具有 自然 的 味道 . 对 于 这 里 所 说 的 “ 模 (module)” 将 在 86.2 中 再 次 进行 讨论 . 
(qd) 由 p 进展 开 引进 Q@。 
这 种 Q@p 的 引进 方法 是 令 
Qo = { 2 


n=m 


例如 , Qs 中 的 元 是 由 形 如 


me€ Z,cn € {0,1,..- 9}- 


2x 于 二 3x1 十 4xX5 十 2X 吕 十 4X 呈 二 1X 吕 十， 
的 那些 元 定义 的 .实际 上 , 设 m < Z，c e2Z(n = m,m + 1,m 二 2,…), 则 和 
可 war 在 小 节 (b) 里 引进 的 oj 中 收 敏 ( 引 理 2.9), 从 而 成 为 小节 (b) 里 
引 迁 的 Qp” 中 的 元 、 反 之 , “小 节 (b) 里 引进 的 Qu” 中 的 元 a 可 以 唯一 地 展开 为 
5 ox" ez e {0,1,… ,p 一 ]) 这 样 的 形式 , 我 们 将 在 下 面 证 明 它 .( 称 其 为 
,中 元 的 p 进展 开 .) 


82.5 p 进 数 域 的 乘法 构造 入 2 放 


取 整 数 m 使 得 ordp(a) > m. 我 人 有 prma < Zb, 因为 Z/pZ 尝 Zp/pZy, 故 
而 存在 整数 cm € {0,1,… ,p - 1}, 使 其 在 Zr/pZ 中 的 像 与 p-™a 的 类 相等 . 
为 pma 一 cm E DZp, 故 ordp(a - pmem) > m + 1， 依照 同样 的 讨论 , 存在 整数 
cm+1 € {0,1,… ,Pp 一 1} 使 得 ordp(a 一 p™em -pm+lem+i) > m 十 2. 按 此 反复 进行 的 
话 , 则 得 到 了 展开 式 


a= > om (en ef01 ,7—1}). 


认真 考察 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 各 个 cn 的 选取 是 唯一 的 , 故而 a 的 p 进展 开 也 是 唯 


注意 2.13 按照 同样 的 讨论 , 设 5 为 使 复合 映射 5 一 Zz 一 Zp/pZp 为 满 单 射 
的 Zr 的 一 个 子 集 (上 面 的 {0,1,… ,p 一 1} 可 作为 8 的 例子 ), 则 可 证 明 Q@, 中 的 每 
个 元 可 以 唯一 地 表示 为 


De (meZ, cn€S) 


的 形式 . 


问题 9 在 日 常生 活 中 使 用 的 实数 是 其 10 进展 开 , 代替 10 也 可 使 用 对 任意 的 自然 数 N > 2 
的 N 进展 开 , 特别 地 , 可 以 用 对 素数 p 的 p 进展 开 . 看 一 看 这 种 实数 的 p 进展 开 与 p 进 数 的 p 
进展 开 有 什么 不 同 . 


82.5 p 进 数 域 的 乘法 构造 


在 实数 域 中 有 指数 函数 和 对 数 函数 , 它们 给 出 了 实数 所 构成 的 加 法 群 与 正 实数 
所 构成 的 乘法 群 之 间 的 同 构 : 


加 法 群 及 兰 乘法 群 {te R |t>0}:zre*，t log(t). 


(e 为 自然 对 数 的 底 , log 为 自然 对 数 .) 在 Qw 中 有 着 同样 的 情形 吗 ? 在 这 一 节 里 , 我 
们 将 在 Q@。 中 引进 指数 函数 , 对 数 函数 , 并 运用 它们 来 决定 出 非 零 p 进 数 所 构成 的 乘 
法 群 QX 的 结构 (命题 2.16, 命题 2.17). Rx 的 元 a 在 Rx 中 为 平方 元 的 充 要 条 件 
是 a > 0. Qx 中 哪 一 些 元 是 平方 元 呢 ? 本 节 的 命题 2.18 将 对 此 问题 给 出 解答 . 例如 ， 
Q¥ 中 与 平方 元 1 (5 进 地 ) 靠近 的 6 和 11 也 是 平方 元 , 与 平方 元 4 靠近 的 -1 也 是 
平方 元 . 在 Rx 中 与 在 QX 中 一 样 , 靠近 平方 元 的 元 仍 是 平方 元 . (这 意味 着 在 R, Q 
中 的 代数 学 要 比 在 Q 中 的 代数 学 简单 .) 
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(a) 在 Q 中 的 指数 函数 , 对 数 函 数 
在 下 或 C 中 ,有 


ez 一 DD ee (这 也 同时 可 写 为 exp(z)) 


考虑 在 Q 中 类 似 的 东西 . 


命题 2.14 
(D 设 zeQn, 则 
臣 志 ( 记 为 exp(z)) 
收敛 的 充 要 条 件 是 , 当 p 关 2 时 zepZp, 当 也 =2 时 ze4Z2. (就 是 说 ,在 Qp 中 的 
指数 函数 与 在 及 或 C 中 的 情形 不 同 , 它 不 能 在 整个 Qp 上 收 化 ). 
(2) 设 te Qp, 则 


SEE 
p23: (t 一 ])” ( 记 为 log(t)) 


n 


n= 


收敛 的 充 要 条 件 是 t 一 1 € pZp. 
(3) 设 zl za 属于 上 面 exp(z) 的 收 化 区 域 , ,to 属于 上 面 log(t) 的 收效 区 域 , 则 


exp(zl + zo) = exp(z1) exp(z2), log(t1t2) = log(t1) + log(t2). 
(4) 若 p 关 2 取 m>1, 车 p=2 取 m >2, 则 exp 与 log 给 出 群 的 互 逆 的 同 构 
加 法 群 p"Zp 举 乘法 群 1+pmZp = {1+pma | a Zp}. 口 


为 了 证 明 命题 2.14, 我 们 首先 证 明 下 面 的 引 理 . 


引 理 2.15 
(1) 对 于 整数 n>0, 有 


ordp(n!) = 3 问 | : 


pi 
i=i Lt? 


其 中 对 于 实数 z, [z] 为 “Gauss 记号 ”, 表示 不 大 于 z 的 整数 中 的 最 大 者 . 
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(2) 设 c 为 实数 . 当 n 一 oo 时, 使 ne- ordp(nl) 一 oo 成 立 的 充 要 条 件 为 
过 57 而 n 一 00 时 , nc 一 ordp(n) -oo 成 立 的 充 要 条 件 是 c > 0. 


加 县 c> 7 则 对 所 有 的 n 之 1 有 
mc 一 ordp(nl) > c. 


[证 明 ] “我们 略 去 (1) 的 证 明 . 现 证 明 (2). 根据 (1)， 


oo 

n n 
nce — ordp(n!) >nc-》 六 区 
1 了 了 


如 果 e> 二 , 则 它 ( 当 一 oo 时) oo. 又 , 令 = mm, 则 根据 (1) 有 


1 1 
nc— ordp(n!) = Dr = (=- 1) + py 
1 了 了 


1 
-1 


使 其 一 oo 必须 有 c > 
0 区 二 的 世 


. 另外 , 设 logp(n) 为 实数 域 中 以 为 底 的 n 的 对 数 , 因 


nc — ordp(n) > nc — logp(n). 
它 在 c>0 时 一 o0. 令 n=p"m, 则 


nc— ordp(n) = p™c—m, 


要 它 一 oo 必须 有 c > 0. y 
下 面 证 明 (3). 我 们 有 ordp(n!) < 》 训 = 了 因为 比 二 了 小 的 整数 不 大 于 
i=1 
2， 故 ordp(n!) < 2 于 是 ， 
maom-ce>o-D(c- 二 ii) >0 


[命题 2.14 的 证 明 ] 将 引 理 2.15(2) 应 用 于 


ordp (3) = nordp(2) — ordp(n!), 
or (me nordp(t — 1)—ordo(nN 


并 根据 引 理 2.9 便 得 到 了 (1), (2). (注意 = 二 在 p 一 2 时 为 1 在 p 关 2 时 <) 
(8) 的 证 明 与 在 及 或 C 的 情形 一 样 
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下 面 证 明 (4). 由 引 理 2.15(3) 得 到 
当 ze pmZo, n> 1 时 , 因 ord, ($$) > m, 故 exp(z) € 1+4p"2,, 


当 tE1+p"Zy, n> 1 时 , 因 ord; (Cm) > m, 故 log(t) E pmZn。 


对 于 在 这 个 范围 内 的 z,t, 可 以 像 在 RR 或 C 中 一 样 地 证 明 log(exp(z)) = z, t = 


exp(log(t)) 成 立 . 用 
(b) QX 的 构造 
命题 2.16 
(如 果 p 关 2, 那么 QX 全 2Z@Z/(p -1)2Z 082,. 
(2) 如 果 卫 一 2 那么 Qx 2 @2Z/2Z @ 2. oO 


这 个 命题 可 以 由 下 面 的 命题 以 及 Fx 之 ZZ/(p ~ 1)Z (命题 2.1(2)) 得 到 . 


命题 2.17 
(1) QF 的 元 可 唯一 地 表示 为 pmu (ne Zi ue ZX) 的 形式 . 即 


Z@ZX SQX: (wa pru. 


(ZX 表示 Zp 中 可 逆 元 的 乘法 群 .) 

(2) 令 G={zeZx |zr-1=1}. 设 2 一 FX 为 自然 环 同 态 Zp 一 Zp/pZp = Fp 
所 诱导 的 群 同 态 ， 则 复合 映射 G 一 ZX -Fx 为 满 单 射 ， 且 ZN 为 子 群 G 与 子 群 
1 十 pZp 的 直 积 . 

(3) 若 p 关 2, 乘法 群 1+ DZp 与 Zn 同 构 , 若 p= 2, 则 乘法 群 1 十 2Z2 为 子 群 
{1} 与 子 群 1 + 4Z2 的 直 积 , 而 1 + 4Z2 兰 Zo. 


[证 明 ] (D 容易 由 ZX = Ker(ordy :Qs 一 2Z) 和 ordp(p) = 1 得 到 . 至 于 (3), 如 
果 p 关 2, 则 按照 exp 与 log 有 1 十 DZr 全 pZp, 再 由 Zr 马 pZp : a pa 即 得 ; 如 果 
了 = 2, 则 按照 exp 和 log 有 1 上 +4Z2 兰 4Z2, 再 由 Za 兰 4Z2 即 得 . 下 面 来 证 明 (2). 因 
为 Z 一 Fx 的 核 为 1 + pZn, 故 只 要 证 明 复合 映射 G Fx 为 满 单 射 就 足够 了 . 对 
于 单 射 , 如 果 能 说 明 Gn (1 + pZp) = {1} 即 可 . 若 2= 2 则 因 G = {1} 而 自明 . 车 
了 关 2, 则 由 1+pZp 守 ZZ。 是 除去 单位 元 外 不 具有 有 限 阶 的 元 这 个 事实 得 到 . 现 证 明 
一 陪 为 满 射 . 如 果 了 一 2 则 因 开 = {1), 故 设 p 关 2. 取 ae Fx, 又 设 we Z,， 
其 在 F, 中 的 像 为 a. 因 ap-1 =1, 故 wp-1e 1 十 pZp. 令 

1 1 
v=exp (5 log(uP )) 


= 


w= Wu 则 vpz-1 = exp(log(uz -0)) = ur-1, 因此 we G; 另外 , 因 ve 1+zZ, 所 以 
w 在 FX 中 的 像 等 于 a. 上 
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(c) 在 Q 中 的 平方 元 


命题 2.18 将 QX 中 的 元 a 写 为 pru (n E Z,u E ZX) (命题 2.17(1)) 时 ,a 在 
QX 为 平方 元 的 充 要 条 件 是 它 满足 下 面 的 条 件 (i),(ii): 
(mm 为 偶数 . 
人 i) 如 果 p 关 2,u mod pZp E FX 为 FX 中 的 平方 元 . 
如 果 p==2, 4 三 1 mod 8Z2. 
[征明] ”根据 命题 2.17(1), a 在 Qx 中 为 平方 元 等 价 于 n 为 侦 数 而 4 在 Zx 为 
平方 元 . 如 果 p 关 2, 则 因 
1 十 pZp = exp(pZp) = exp(2pZp) = {exp(pZ»p)}?, 
故 1+pZ 的 元 在 ZX 中 为 平方 元 . 因为 ZY/(1 + pZp) 兰 了 x, 所 以 p 关 2 的 情形 下 
定理 得 以 证 明 . 如 果 p = 2, 因为 
1 + 8Z2 = exp(8Z2) = exp(2. 4Z2) = {exp(4Z2)}?, 


故 1+ 8Z2 的 元 为 ZX 中 的 平方 元 . 由 Z¥/(1 + 8Z2) 兰 (Z/8Z)x 兰 Z/2Z @2Z/2Z, > 
而 p= 2 情形 的 定理 得 证 . 


下 面 的 命题 可 由 命题 2.16 得 到 , 也 可 由 命题 2.18 得 到 . 


命题 2.19 
(1) 如 果 p 取 2, QX/(QX)? 兰 Z/2Z @ 2Z/22. 
(2) QF/(Q¥)? SZ/2/2 @ 2/22 @ Z/22. 口 


问题 10 设 a 为 满足 a 三 土 mod 5 的 整数 . 证 明 在 Qs 中 存在 a 的 平方 根 . 
问题 11 证 明 在 Q 中 存在 一 1 的 平方 根 的 充 要 条 件 是 p 三 1 mod 4. 
问题 12 证 明 p 关 2 时 , Qp 的 2 次 扩 域 总 共 只 有 三 个 . 求 出 Qs 的 全 部 三 个 2 次 扩 域 . 


82.6 二 次 曲线 的 有 理 点 


本 节 首 先 证 明 在 82.4 一 开始 所 叙述 的 

“ 设 a,be Q*, 并 设 p 为 一 素数 , 则 (wb = 工会 存在 zyeQx 使 得 az?+by? = 
1 成立” 
( 它 包含 在 下 面 的 命题 2.20 中 ). 利用 它 可 给 出 定理 2.3 的 证 明 . 


(a) Q 上 的 二 次 曲线 


Hilbert 符号 (，)p:Qx x Qx 一 { 土 1} 可 自然 地 扩张 到 Qx x Qx 一 {+1}. 对 于 
abe QX, 将 它们 写 为 


a=piu, b=piv (i,j €Z, u,v € ZY). 
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令 
r=(-DYolb = (-1) dwiv' € ZX. 
我 们 定义 , 当 p 关 2 时 


7 mod 
(a,b)» = 总 


而 当 p= 2 时 ， Se 


(@b)a = (-1) 1) 


对 于 这 个 (, )» : QX x QX 一 { 土 1}, 在 将 (Zty))* 换 作 Zx 时 , 可 清楚 地 看 出 命题 2.4 
仍然 原封 不 动 地 成 立 . 

命题 2.20 对 于 a,be QX, 下 面 的 (i) 和 (i) 等 价 

Q) (a,b)p =1. 

(i 存在 满足 az2 + 2 =1 的 zye Qx-. 

[证 明 ] ”我 们 首先 假定 存在 z,y e Q; 满足 az? + by? = 1, 来 证 明 (ab = 1. 
如 果 z=0, 则 be (QX)>, 如 果 y=0, 则 ae (Qx)?, 在 这 两 种 中 的 任何 一 个 情形 都 
有 (wbjp =1. 设 z 关 0,y 关 0. 我 们 有 (oa,D)p = (az2,by2?)p = (az2,1 -az2)p, 由 于 
对 于 (，)p : QX x QX 一 { 土 1} 命题 2.4(3) 成 立 , 故 (az2,1 -az2)p = 1. 

下 面 我 们 假定 (a, 5), = 1, 来 证 明 存在 z,y s Qw 满足 az? 十 by? = 1. 由 于 (i),(i) 
中 任何 一 个 的 成 立 还 是 不 成 立 都 只 与 wb e QX 在 QX/(QX)? 的 像 有 关 . 因此 , 通过 
把 (QX)? 的 元 乘 到 a,b 上 , 可 以 假设 a,5 是 Zx 或 者 p. (ZX) 中 的 元 . 当 wb 同时 是 
7 (Zx 中 元 ) 的 情形 , 以 -ab-! 替代 a, 则 对 (i),(ii) 的 成 立 还 是 不 成 立 都 没有 影响 . 

(实际 上 , 对 于 (i) 我 们 有 

(ob ,bd) = (bp (—b,b)» = (bp (命题 2.4(3)). 
对 于 但)， 由 az? + by? = 1 知 , -abrlu2 + bv? = 1 的 解 , 在 y 头 0 的 情形 令 = 
zu = 下 时 便 可 得 到 , 而 在 y = 0 的 情形 则 由 ee v= 2 和 得到. 另 
外 , 由 -abrlu2 + bv? = 1 的 解 同样 地 也 可 得 到 az? + by? = 1 的 解 .) 

因此 , 只 要 验证 a e ZY, be p. ZX 和 a,be Zx 这 两 种 情形 就 可 以 了 . 

(一 ) os ZX,b ep. ZX 的 情形 . 

如 果 p 头 2, 则 (bp = 1 表明 a。 mod p e Fx 为 平方 元 . 按照 命题 2.18, 存在 

2 
te Q8 使 避 一 a. 于 是 有 a (}) +5.0? = 工 在 p 一 2 的 情形 , (objy = 1 意味 
着 “a = 1 mod 8Z2 或 者 a=1-b mod 8Z2”( 这 是 因为 对 于 扩张 到 q@xqQz 上 的 
Hilbert 符号 , 命题 2.4(5-2) 仍然 成 立 的 缘故 .) 如 果 a = 1 mod 8Z2, 则 存在 te Q 


使 得 娘 二 a (命题 218), 故 a (3) +b.02 二 1 成立 . 如 果 a 三 1 一 b mod 8Z。 则 存 
在 te Q¥ 使 得 如 = 二 成 立 (命题 2.18). 故 有 at? 十 0.12 = 1. 
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(二 ) obe ZX 的 情形 . 

设 p# 2. 因为 按 假定 (ob = 1 成 立 , 故 必须 证 明 az? + by2 = 1 在 Q 中 有 解 . 
设 一 2 分 别 为 a,b 在 F, 中 的 像 ; F 的 子 集合 {Gu? | u € Fp} 和 {1 一 bv? | ve Fp} 
的 元 素 的 个 数 都 为 2 所 以 它们 的 公共 部 分 非 空 . 因此 , 存在 使 az? = 1 - by? 
mod pZp 成 立 的 z,y e Zp. 如 果 z 关 0 mod pZp, 根据 命题 2.18, 则 存在 te Q; 使 


得 如 = 号， 结果 ol 二 by2 二 1 如 果 z= 0 mod pZo, 则 1 = by? mod pZy, 于 
2 
是 根据 命题 2.18, 存在 te Qx 使 得 记 = 忆 从 而 a.02 上 Q) 二 1 成立. 
设 p= 2. 由 (ab = 1 得 到 a = 1 mod 4Zo 或 者 5 = 1 mod 4Z2， 不 妨 设 
a = 1 mod 4Z2 (b = 1 mod 4Z2 的 情形 可 同样 进行 )， 此 时 , 或 a = 1 mod 8Zo 或 
4 = 5 mod 8Z2， 如 果 a = 1 mod 8Z2, 按照 命题 2.18, 存在 te QX 使 得 #2 = a， 


2 
故 a(}) 二 +b.02=1. 如 果 a=5 mod 8Z2, 则 因 4h 三 4 mod 8Zo 得 a 三 1 一 秽 


mod 8Z2. 于 是 , 根据 命题 2.18, 存在 te Q3 使 得 世 = 二 人 成 立 , 从 而 有 at 十 中 
22 = 1. a 


(b) 定理 2.3 的 证 明 


根据 命题 2.20, 定理 2.3 可 改写 为 如 下 形式 . 将 及 写成 Qw, 则 

“ 设 be Q*, 以 下 的 iD),(i 是 等 价 的 命题 : 

人 az2+b2 =1 在 Q@ 中 有 解 . 

(让 az? + by? = 1 对 于 所 有 的 素数 v 以 及 v= co 在 Q。 中 有 解 .” 

因为 “ 若 (i) 则 (ii)” 是 显然 的 , 故 只 需 证 “车 (ii 则 (i)”, 即 设 a,b e Qx, 对 所 
有 素数 v 及 v= co, 方程 az? + by? = 1 在 Q@, 中 均 有 解 , 我 们 要 证 明 该 方程 在 Q 中 
有 解 . 

对 a,5 乘 以 非 零 的 有 理 数 的 平方 , 则 az? + by? = 1 无 论 在 Q 中 有 无 解 还 是 在 
Qu 中 有 无 解 也 都 没有 任何 变化 . 因此 只 要 设 wb 为 整数 , 且 不 被 1 以 外 平方 数 除 尽 
就 可 以 了 . 下 面 便 设 a,6 为 不 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 的 非 零 整数 , 并 对 max(la|,|b 
进行 归纳 法 证 明 . 

首先 如 果 ab 中 有 一 个 为 1 的 话 , 则 显然 az? + by2 = 1 在 Q@ 中 有 解 . 

在 max(|al,|bl) = 1 的 情形 , 因为 按 假设 该 方程 在 R 中 有 解 , 故 a > 0 或 者 b> 0. 
因此 a = 1 或 者 b= 1. 从 而 知道 该 方程 在 Q 中 也 有 解 . 

现在 设 max(|al,|6|) > 1. 由 于 这 个 问题 对 于 a,b 是 对 称 的 , 不 妨 设 |a| < |b|. 因 
为 5 不 为 1 以 外 的 平方 数 除 尽 , 故 |b| 是 互 不 相同 的 素数 的 乘积 . 

现 证 明 a mod b 为 Z/bZ 中 的 平方 元 ， 如 果 它 不 成 立 , 则 存在 b 的 某 个 素 因 
子 p 使。modp 不 是 Fn 中 的 平方 元 (根据 的 是 中 国 剩余 定理 .) 于 是 , p 六 2, 且 
(@,D), = (2) = 一! 成 立 , 由 此 知 oz? + by = 1 在 Q 中 无 解 .这 与 假设 下 慎 , 故 
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mod b 为 Z182 中 的 平方 元 . 从 而 有 整数 * 使 得 r2 = @ mod b 因为 /6Z 中 的 元 可 
取 亏 中 满足 -多 <n< 忆 的 n 为 代表 , 故 可 假定 0<r < 基 即 可 . 令 


ra=bc, ceZ. 


2 
如 果 c=0, 则 a= 必 ,从 而 (2) +5.0F = 工 故 其 在 @ 中 有 解 现 设 e 天 0. 我 
们 有 


镇 


a 


a [El< 3+1<h. 


b b 
(最 后 的 不 等 号 由 |b| > 2 得 到 .) 根据 下 面 的 引 理 2.21, 只 需 考虑 方程 az? + cy? = 1 
就 可 以 了 ， 如 果 la| < Il (因为 |c| < |b]), 则 可 使 用 归纳 法 ， 如 果 |a| = |6| (因为 
lel < 8]), 则 化 到 了 lol < Il 的 情形 . 


引 理 2.21 设 KK 为 域 ,a,b,cE Kx, re KK,72 一 a 二 bc. 这 时 两 个 集合 


ld = 


< 


X={(,y,2)€ Kx KxK |ar?+by? = z(x,y,z) # (0,0,0)}, 
Y={(z,y,2)E KxKxK |ar?+ey = 2,(c,y,z) @# (0,0,0)} 


之 间 存 在 满 单 射 . 
[证 明 ] ”定义 映射 f:XX 一 Yg:Y 一 久 为 


f(z,y,2) = (rz + z, by,azr + rz), 


sw = (BE ee), 
则 可 验证 go f, fog 各 自 为 X,Y 的 恒 等 映 射 
小 结 


2.1 在 有 理 数 域 上 的 二 次 曲线 具有 一 个 有 理 点 的 情形 , 这 条 曲线 具有 无 限 多 个 
有 理 点 , 而 且 这 些 有 理 点 全 都 能 够 求 出 来 ，( 但 这 一 章 最 重要 的 论题 并 不 是 这 个 2.1, 
而 是 后 面 的 2.2, 2.3.) 

2.2 ”对 每 个 素数 p, 存在 有 理 数 域 的 p 进 数 域 的 扩张 , 我 们 将 这 些 p 进 数 域 看 
作 与 实数 域 具有 同等 的 重要 性 . 在 p 进 数 域 中 存在 像 实数 域 中 那样 的 “收敛 ”概念 , 
但 这 是 与 实数 域 中 的 收敛 情形 极 不 相同 的 收敛 . 

2.3 有 理 数 域 上 的 二 次 曲线 具有 有 理 点 的 充 要 条 件 是 , 该 曲线 的 方程 在 实数 域 
中 有 解 , 并 且 对 于 所 有 的 素数 p 它 在 Q 中 也 有 解 . 在 Q 有 无 解 可 以 用 与 二 次 剩余 
符号 相关 的 Hilbert 符号 进行 判断 
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习题 


收敛 于 与 0. 另 


2.1 举 出 有 理 数 的 数列 的 例子 , 它 在 R 中 收敛 于 1, 而 在 Q2 + 


外 再 举 出 有 理 数 的 数列 的 例子 , 使 其 在 Qs 中 收敛 与 1, 而 在 Q。 中 收敛 于 0. 


3.3 入 


1 a 
z 辐 = 售 1eezn>o)， 


也 |】 中 按 以 下 


从 z /z 到 z 有] /z 的 所 有 的 群 同 态 Hom 人 z 加 /zz 六 ) 


运算 确定 了 一 个 环 结构 : 元 f,g 的 和 规定 为 (f +g)(z) = f(z) + g(z) Ge eZ 的 ) 


其 乘积 规定 为 复合 fo g. 证 明 , 在 此 情形 下 , 作为 环 有 


wee( 国 /2 国内 


2.3 求 orda(4" 一 1) (ne ZZ). (提示 : 使 用 3 进 数 域 的 exp,loi 
exp(nlog(4)) 一 1, 并 应 用 命题 2.14 (4).) 

2.4 设 p 为 素数 , 证 明 下 面 的 断言 . 

(1) z2 = -2 在 Q 中 有 解 各 p=1,3 mod 8. 

(2) z2? + 妇 = 一 2 在 Qp 中 有 解 各 p 关 2. 

(3) 2 十 妨 十 z2 = 一 2 对 任意 的 p 在 Q 中 都 有 解 . 


g, 考虑 4" 一 1 = 


本 章 要 介绍 数论 中 重要 的 〈 函数 (zeta 函数 ). 


83.1 〈 函数 值 的 三 个 奇特 之 处 


1 T2 


A 
5 6 
(7 为 圆周 率 ) 是 在 1735 年 左右 由 Euler 发 现 的 公式 . Euler 为 求 出 左边 这 个 无 限 和 ， 
作 了 长 年 的 努力 , 当 他 发 现 这 个 和 与 圆周 率 有 关 时 非常 激动 . 
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被 称 为 Leibniz 公式 , Leibniz 在 1673 年 发 现 它 时 , 深 感 自然 界 的 神秘 , 据说 因 
此 而 下 决心 从 律师 , 外 交 官 转 到 了 数学 的 道路 上 . 仅 就 这 个 Leibniz 公式 而 言 , 此 前 
稍 早已 由 Gregory 发 现 , 而 更 早 以 前 的 1400 年 左右 , 也 已 由 印度 数学 家 Madhava 得 
到 了 . 

所 有 这 些 公式 , 还 有 Euler 得 到 的 其 他 公式 


| 
(3.1) 1 二 六 下 呈 直 而 二 


Fo We | | 
(3.3) 1 
le m3 
4 和 二 区 Sy 
(59 3 
ED 
(3.5) 1 一 5+ 一 二 让 二 


(3.6) 1-=-=+z+zr 一 一 二 十 二 十 …( 正 负 号 按 8 个 这 样 地 反复 ) 
1 
vi 

都 是 总 称 为 《 函数 (zeta function) 的 一 组 函数 的 取 值 公式 . 这 是 些 越 琢 磨 越 觉 
得 具有 奇妙 味道 的 公式 . 在 这 一 节 中 我 们 要 阐述 有 关 ¢ 函数 取 值 所 具有 的 三 个 奇特 
的 现象 . 但 在 这 之 前 先 来 讲述 所 谓 ¢ 函数 是 什么 . 令 


log (1 + V2), 


Riemann 在 19 世纪 对 此 函数 作出 了 重要 研究 , 而 将 (s) 命名 为 Riemann ( 函 
数 (Riemann zeta function). (3.1), (3.3) 分 别 是 


A 


n2 
人 = 有， = 0’ 


即 对 于 C(s) 的 取 值 公式 . 另外 再 设 N 为 自然 数 , 从 环 Z/NZ 的 所 有 可 逆 元 构成 的 
乘法 群 (Z/NZ)x 到 所 有 非 零 复数 的 乘法 群 Cx 的 一 个 群 同 态 


X: (Z/NZ)* 一 Cx 


被 称 为 ( mod N 的 ) 一 个 Dirichlet 特征 (Dirichlet character). 令 


称 其 为 (关于 x 的 ) Dirichlet 工 函数 (Dirichlet L function). 但 是 这 里 的 x(n) 当 n 
与 N 互 素 时 表示 为 x(n mod N), 而 当 n 与 N 不 是 互 素 时 表示 0. 公式 (3.2),(3.4) 
每 一 个 都 是 关于 mod 4 的 Dirichlet 特征 

X:(Z/4Z)* = {1 mod 4, 3 mod 4} 一 Cx， 

X(1 mod 4)=1, x(3 mod 4) = -1 
的 Dirichlet 工 函数 的 取 值 公式 


A T3 
LL,X)= 7 LT3,XW) = 殉 . 
公式 (3.5) 是 关于 mod 3 的 Dirichlet 特征 
X:(Z/3Z) = {1 mod 3, 2 mod 3} 一 Cx， 


X(1 mod 3) = 1 x(2 mod 3) = -1 
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的 L(s,x) 的 取 值 公式 


L(1,X) = 3 


而 公式 (3.6) 是 关于 mod 8 的 Dirichelet 特征 


X:(Z/8Z)* = {1 mod 8, 3 mod 8, 5 mod 8, 7 mod 8} — C*, 
X(1 mod 8) = x(7 mod 8)=1, x(3 mod 8) =x(5 mod 8)= -1 


的 L(s,x) 的 取 值 公式 


ES 用 log(1 + V3). 


这 些 C(s) 也 好 , L(s,x) 也 好 , 都 是 总 称 为 ¢ 函数 的 一 组 函数 的 例子 . 正如 “所 
谓 数论 就 是 研究 ¢ 函数 的 ” 所 说 的 那样 , ¢ 函数 在 数论 中 是 重要 的 . 

5 函数 值 的 第 一 个 奇特 之 处 , 就 像 (3.1) 一 (3.6) 所 表现 出 的 那样, 左 端 和 右 端 的 
样子 相差 极其 悬殊 却 令 人 意外 地 相等 , 并 且 居 然 存在 这 样 的 《 函数 的 取 值 公式 . 虽 
然 有 着 各 种 各 样 的 函数 , 但 像 


5 函数 在 “s = 整数 ”的 值 
= 有 理 数 x “圆周率 的 寡 及 类 似 于 log (1 + V3) 的 数 ” 


的 这 种 类 型 的 公式 已 经 知道 了 很 多 . 例如 Euler 在 7 为 不 小 于 2 的 偶数 时 证 明了 
5(r) = 有 理 数 x rr (8§3.2 推论 3.9). 


5 函数 值 的 第 二 个 奇特 之 处 是 ,5 函数 在 “s = 整数 ”的 值 与 p 进 数 世 界 有 关联 ， 
这 从 最 初 的 定义 是 想象 不 到 的 . 譬如 , 上 面 所 说 的 为 正 偶数 时 的 5(r)r-” 虽 为 孤 
立 的 有 理 数 , 但 是 可 以 证 明 这 个 有 理 数 当 变动 时 具有 某 种 p 进 连续 性 . 这 个 事实 
是 由 Kummer 在 19 世纪 开始 考虑 , 到 了 1964 年 前 后 , 由 于 久保 田 -Leopoldt 的 研 
究 而 变 得 明确 了 . 看 到 了 这 第 二 个 奇特 之 处 时 , 原来 ¢ 函数 的 真正 故乡 竟然 位 于 实 
数 世 界 和 p 进 数 世界 两 地 之 上 , 我 们 感觉 到 了 一 个 仍然 未 知 的 世界 . 

5 函数 值 的 第 三 个 奇特 之 处 是 , 函数 值 具有 微妙 的 数论 上 的 意义 . 譬如 Leibniz 
的 公式 (3.2), 像 我 们 将 在 84.3 中 要 讲 的 那样 , 它 表明 了 “Zi] 是 具 素数 分 解 的 整 环 ” 
这 可 以 用 19 世纪 Dirichlet 所 发 现 的 所 谓 “ 类 数 公式 ”( 在 84.3 和 87.5 中 论述 ) 得 到 ; 
到 了 20 世纪 后 半 叶 , 人 们 捕捉 到 了 较 之 于 这 种 “类 数 公式 ”更 加 深刻 的 < 函数 值 的 
意义 ,“ 岩 泽 (Iwasawa) 理论 ”因此 而 发 展 了 起 来 . 

在 83.2 中 , 我 们 将 讨论 关于 (s),Z(s,X) 在 “s = 正 整数 " 的 值 的 “第 一 个 奇特 
之 处 ”, 并 证 明 公式 (3.1) 一 (3.5)，( 对 于 公式 (3.6) 的 证 明 可 参看 习题 3.3.) 在 83.3 
中 , 这 些 〈 函数 被 解析 延 拓 到 整个 复 平面 , 我 们 将 讨论 在 “s = 负 整 数 ” 的 值 的 “第 
一 个 奇特 之 处 ”. 在 83.3 的 最 后 面 将 涉及 第 二 、 第 三 个 奇特 之 处 . 对 于 第 二 ,第 三 个 
奇特 之 处 将 在 《数论 IT》 的 “ 岩 泽 理论 " 那 一 章 中 详细 讨论 . 
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这 章 的 标题 不 是 “5 函数 ”而 取 为 单独 的 一 个 “6” 的 原因 是 , 当 考 察 5 函数 时 ， 
感觉 “ 在 函数 以 外 还 有 什么 东西 ”, 故而 干脆 去 掉 “函数 ” 这 两 个 字 . 


83.2 在 正 整数 处 的 值 


(a) 5(2) 
首先 , 对 于 下 面 Euler 的 定理 , 我 们 给 出 Euler 所 给 出 的 证 明 中 的 一 个 . 
定理 3.1 


《Oo)= 厅 
[证 明 ] 利用 Euler 所 发 现 的 sin 函数 的 乘积 公式 
sin(rz) _ 广 22 
(37) 11(-$): 


比较 (3.7) 两 端 在 z =0 的 Taylor 展 式 . 根据 sin (z) 的 Taylor 展 式 


3 5 有 .9 
a 人 如 了 了 
ne = 


ll 
我 们 有 
(3.7) 的 左 端 = 1 一 I 十 (4 次 以 上 的 项 ). 


另 一 方面 , 展开 (3.7) 的 右 端 


(8.7) 的 右 端 二 1 做 让 如 二 (4 次 以 上 的 项 ). 
n=1 


(b) 在 一 般 的 正 整数 的 值 
下 面 的 定理 3.4, 3.8 不 只 限于 5(2), 而 是 有 关 ¢ (s) 或 L(s,x) 在 正 整数 的 值 . 
定义 3.2 定义 具有 理 数 系数 的 有 理 函 数 h(t) (r = 1,2,3,…) 为 


aI: 
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例如 ， 
2 4 2 3 
(3.8) hl) = Hn hd = Hs he = Ei 
对 于 所 有 的 + > 1 有 


h(t)eQ [s | ly 


命题 3.3 设 zeEC,z#Z, 令 t=e2ri. 
| I 1 

0 n= 

(2) 在 r>2 时 ， 


[证 明 ] 在 (3.7) 的 两 端 取 log( ), 得 到 


和 1 1 
(3.9) tr = 去 叶 (zHa+aa) 
这 里 的 cot(y) = 人， 由 
sin(y) = 3 , cos(y) = te 


知道 


ifenzi 十 e 一 mo 
cot(rz) = i = —2ih(t) (t= e2"™?), 


ETri— Ee—nzi 
2ridr 
题 3.3(2). 


由 命题 3.3 便 可 推出 下 面 的 定理 3.4, 3.8. 


定理 3.4 设 N 为 不 小 于 2 的 自然 数 , X 为 ”mod N 的 Dirichlet 特征 . 取 为 
自然 数 , 并 假定 X(-1) = (一 1)". 令 Cv = e2riN. 于 是 有 


Ne ad rl 
从 而 得 到 了 命题 3.3(1). 在 此 (1) 的 两 端 运 用 (&) ( ) 便 得 到 了 命 
a 


tr- (RH) DD xo o 


aE(Z/ANZ)x 


由 定理 3.4 可 推导 出 83.1 的 公式 (3.2), (3.4), (3.5). 


例 3.6 


例 3.7 

训 - 

en 
( 


人 一 让 


“ (ha( 


i 
推论 3.9 设 7r 为 正 偶数 , 则 rn-"C(7) 为 


hi1(i) — h(is)) 


) 


1—# 
~ 2320+ 


“ (h(a) — hi(68)) 


-还 + 


i) — ha(i3)) 


一 一 1 
(+i) 


) 唱 据 Ga) 


CE 


有 理 数 . 品 


这 是 因为 h(t) 是 系数 为 有 理 数 的 有 理 函 数 , 故 其 在 -1 的 值 h.(-1) 是 有 理 数 . 


由 定理 3.8 可 推导 出 公式 (3.1), (3.3). 
例 3.10 


业 sh 
(= er 8) 
ee 0O 
例 3.11 
E 1 一 一 
网 = 时 i (根据 (3.8)) 
口 


= 机 
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注意 3.12 对 于 4(3),4(5), 《4(7),4(9),… 定理 3.8 没有 说 什么 . Apéry 在 1978 
年 证 明了 (3) 为 无 理 数 . (5),6(7), 4(9),… 或 许 也 是 无 理 数 , 以 及 当 r 为 3 以 上 的 
奇数 时 , (r) 或 许 (与 7 为 偶数 的 情形 相反 ) 不 是 由 有 理 数 与 圆周 率 经 四 则 运算 得 到 
的 数 等 一 些 猜测 , 但 还 没有 被 证 实 . 


[定理 3.4 的 证 明 ] 利用 命题 3.3 我 们 来 改写 。》 x(a)hr(6%). 如 果 n>0， 


a€(Z/NZ)* 
则 
pe xm 
a=1 (入 +n) Nn<m<N(n+1) 
如 果 n<0, 则 令 n=-n-1>0 时 有 
N-1 N-1 
xXx(a) xX(a) x(m) 
= =N 2 
2 1 (六 + 2 ( 往 : + Nmw<m<NowAHD 们 
故而 根据 命题 3.3 得 到 
N Ar 
X(ojr(%) = (7r—D)!: 一) +2: Lr,X). a 
i ( 高) 


[定理 3.8 的 证 明 ] 考虑 定理 3.4 的 N = 2, 及 X 为 明显 同 态 x : (Z/2Z)x 一 Cx 
的 情形 . 对 于 正 的 偶数 7, 我 们 有 


1 2 1 
L(r,x) = Ts 全 (- 又 ) hr(—1). 
另 一 方面 ， 


Ld- 总 直 =0(9)- 这 =- 六) 人 
定理 3.8 由 此 得 出 . 上 
问题 1 在 命题 3.3 (1) 中 令 z =i, 并 以 此 来 证 明 
如 i 


问题 2 用 命题 3.3 (2) 中 7 = 2,z = 的 情形 以 及 问题 1 的 公式 证 明 下 面 的 公式 : 


Li _ 开 
Be” + ae 了 


Dy 


上 面 的 两 个 问题 虽然 不 是 关于 ¢ 函数 值 的 公式 , 但 属于 与 4(2) = 一 同一 个 世 
界 , 可 以 把 它们 想 成 是 “ 际 过 来 的 《 的 香气 ”. 
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83.3 在 负 整数 处 的 值 


(a) 解析 延 拓 


当 考 虑 5(s) 或 者 L(s,x) 中 的 s 为 复 变数 的 情形 时 , 按 下 面 的 命题 3.15 所 说 的 
那样 , 它们 从 原来 的 无 穷 级 数 的 收敛 区 域 超越 出 来 , 被 解析 延 拓 到 整个 复 平面 , 从 而 
可 以 考虑 它们 在 负 整数 的 值 . 为 了 观察 在 负 整 数 取 值 的 性 质 , 方便 的 办 法 是 引进 下 
面 的 “部 分 Riemann 5 函数 ”及 “Hurwitz 5 函数 ”. 


定义 3.13 对 于 自然 数 NN 及 整数 a, 定义 


C=a(N)(s) = bp 十 


n=a "mod N 
(其 中 的 和 遍历 所 有 满足 n = a mod N 的 自然 数 n). 称 其 为 (关于 a mod N 的 ) 
分 Riemann 5 函数 (partial Riemann zeta function). 


多 | 1 
=a(s)=1 二 去 十 去 十 二 十 二 十 


5 9 13* 17° 
定义 3.14 对 于 正 实数 zx 令 
~ 1 
Cl(s,7) = 2 C+ 


我 们 称 其 为 Hurwitz ¢ 函数 (Hurwitz zeta function). 口 


(另外 , C=a(n)(s) 仅仅 是 本 书 使 用 的 记号 , 在 其 他 地 方 是 否 通 用 我 们 不 得 而 知 .) 
按照 定义 成 立 下 面 的 事实 . 


(3.10) C=a(1)(s) = 6(s), C(s, 1) = ¢(s). 
(3.11) 对 于 mod N 的 Dirichlet 特征 x ， 
N 
L(s,X) = >》 X(a)G=o(w)(s). 
a=1 
(对 与 N 不 是 互 素 的 整数 a 令 x(a) = 0.) 
(3.12) 对 于 自然 数 N 及 满足 1 < a < N 的 整数 a 有 
C (8 5) = N° Cacm(s). 
命题 3.15 
(1) 定义 C(s), L(s,X) (Xx 为 Dirichlet 特征 )， C=a(N)(8) (N 为 自然 数 , a 为 整数 )， 


以 及 〈(s,z) (z 为 正 实数 ) 的 无 限 和 对 于 Re(s) > 1 的 复数 s 绝对 收敛, 在 这 个 s 的 
范围 内 它们 是 s 的 全 纯 函 数 . 
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(2) C(s), LL(s,X), C=a(N)(s)，, C(s,z) 作为 s 的 函数 可 被 解析 延 拓 (analytic con- 
tinuation) 为 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函数 . 它们 在 s 关 1 为 全 纯 并 且 成 立 


lim(e — 1)6() =1, lim(e — Dat (9) = 许 ; Be — DC(s, 0) =1. 


(3) 如 果 X : (Z/NZ)* 一 Cx 的 像 不 为 {1}, 则 定义 L(s,X) 的 无 穷 和 ( 按 
1,2,3,… 的 顺序 增 大 ) 当 Re(s) > 0 时 对 于 复数 s 收敛 .在 此 s 的 范围 内 它 是 s 
的 全 纯 函 数 , 对 于 (与 (2) 合 在 一 起 的 ) 这 样 的 X ， 工 (s, Xx) 在 整个 复 平面 为 全 纯 ， 口 


命题 3.15 的 证 明 将 在 本 节 末尾 给 出 . 
(b) 在 负 整 数 的 值 , Bernoulli 数 , Bernoulli 多 项 式 


在 下 面 的 定理 3.18 中 , 我 们 将 讲述 部 分 Riemann 函数 在 不 大 于 零 的 整数 取 有 
理 数 的 值 , 且 其 值 可 由 Bernoulli 数 , Bernoulli 多 项 式 表示 的 事实 . 


定义 3.16 定义 Bernoulli 数 (Bernoulli number) Bn (n = 0,1,2,3,…) 为 


三 了 wr 口 
yl 
进行 计算 得 到 
z z 1 
er—l ow ST Ea 
2 二 + 机 十 页 十 ， 下 机 于 本 让 
区 光合 
=1 一 (去 寸 可 十 … 儿 +( 责 + 机 十 一 
由 此 知道 
1 4 和 1 
=1 = = 党 二 一 一 一 一 
Bo=1, B=3, B= 6, Ba 30, B6 = 三 ， 
六 
一 一 和， Bio = 66’ Bi 2730’ Bu 一 5 


另外 , 由 二 二 -1+ :是 个 函数 (在 = -= 下 不 变 ) 这 个 容易 弄 清 的 事实 知 


3 


道 
(3.14) n 为 不 小 于 3 的 奇数 时 B, = 0. 
所 有 的 Bn 均 为 有 理 数 . 
定义 3.17 定义 Bernoulli 多 项 式 (Bernoulli polynomial) Bu(z) (n = 0,1,2,…) 


Bn(z) = 3 的 Bizn 


i=0 
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Ml 
需 


由 (3.13) 我 们 得 到 
Bo(z)=1, Bilz) =2—1, Bals) =27—z+ B 
(3.15) SEA el 的 人 
Ba(z) = zx 3 + Ba(z) =24— 273+2 rn 
Bn(z) 是 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 . 我 们 还 有 

Bn(0) = B,. 


定理 3.18 
(1) 对 于 自然 数 7 和 正 实数 z， 


6 ns) = -Bo 


(2) 对 于 自然 数 m N 与 满足 1< a <N 的 整数 a, 有 


Gem(1 -7) = LNB, (8). o 
推论 3.19 当 M 为 自然 数 ,a 为 整数 , m 为 不 大 于 0 的 整数 时 , 我 们 有 
C=a(N)(m) € Q. 
特别 地 , 对 于 不 大 于 0 的 整数 m, C(m) < Q. 口 
从 定理 3.18(2) 便 可 明白 此 推论 . 
例 3.20 根据 定理 3.18(2) 与 (3.15)， 
Go) = 一 入 + 记 
2 
com(CD= -站 + - 阅 ， 口 
3 2 
C=a(N)(—2) = i + $ 一 学. 


推论 3.21 取 N 为 自然 数 , 并 设 x : (Z/NZ)x -Cx 为 像 非 {1} 的 Dirichlet 
特征 , 则 


N 
此 推论 由 例 3.20 的 第 一 个 公式 及 》 x(a) = 0 的 事实 (问题 3) 得 出 . 
a=1 


问题 3 设 G 为 一 个 有 限 群 , 且 x :G 一 Cx 是 像 非 {1} 的 同 态 . 证 明 


Dx(o)=0. 


aeG 
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定理 3.18(2) 由 定理 3.18(1) 及 Hurwitz ¢ 函数 与 部 分 Riemann ¢ 函数 值 之 间 的 
关系 (3.12) 得 到 . 

定理 3.18(1) 的 证 明 将 在 本 节 最 后 面 给 出 . 但 我 们 首先 要 说 明 , 从 Hurwitz 5 函 
数 和 Bernoulli 多 项 式 所 具有 的 性 质 来 看 , 定理 3.18(1) 的 成 立 是 自然 的 . 

Bernoulli 多 项 式 在 数学 中 最 初出 现在 对 k 次 短 的 求 和 公式 中 . 一 般 地 , 当 取 7,z 
为 自然 数 时 , 成 立 公式 


z—1 
(3.16) Snr = 2(B,(a) 2 
n=0 


(公式 (3.16) 由 J.Bernoulli 和 关 孝 和 发 现 .) 
例如 ， 


1 1 
1+2+3+4+:…+(z—1)= 3(® -7)= (Ba(z) — Bo), 


1 十 果 十 芳 十 各 二 二 人 一 D2 一 下 人 -和 + 扫 ) = 了 Bato) - Bs). 
另 一 方面 , Hurwitz 函数 按 其 定义 满足 
和 
cez+D 6d) =- 


因此 对 于 自然 数 z 成 立 
i 


(3.17) 十 = —6(s,7) + C(s). 
n=1 


综合 起 来 说 对 上 次 宥 求 和 时 ， 当 k 是 正 时 ， 便 可 用 Bernoulli 多 项 式 表示 ; 
当 是 负 时 ， 则 可 用 Hurwita 《 函数 表示 ， 如 果 想 一 起 这 个 事实 ,那么 就 会 感觉 
CQ 一 nz) = -Br(z) 是 自然 的 了 . 

现在 简单 地 叙述 一 下 和 公式 (3.16) 成 立 的 理由 .考虑 在 多 项 式 环 Cd 上 的 线 
性 算 子 


D:Clz] 一 Clz] : f(r) 一 总 7 


根据 Teylor 展开 的 理论 知道 ,对 于 所 有 的 f(z) < Caj 线性 算 子 cp = > Z 满足 
n=0 


e?(f(2) = f(z +1). 
由 B。 的 定义 有 


oo 
B, 

i jn 

(3.18) D=(e 1) 2 人 ED” 
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如 果 将 (3.18) 作用 于 z", 则 由 于 
Sv Bp mf rn 
2 (7")= > (ms = B.(z), 
故 得 到 
(3.19) rr”! = B,(z+1)— B(x). 


因此 求 和 公式 (3.16) 便 容易 由 此 得 到 了 . 
问题 4 在 (3.17) 中 令 s 一 1 则 对 于 自然 数 z 成 立 


Dt= lm,0) +¢(9)), 


n=1 


但 是 若 强行 令 = = 三 那么 我 们 感觉 到 左 端 意义 不 清楚 : 不 知 二 从 1 加 到 3 是 什么 意思 . 这 时 ， 
请 求 出 它 的 右 端 . 


推论 3.22 
xcO= 到 


(2) 如 果 7 为 不 小 于 2 的 自然 数 , 则 C(1 一 7) 一 一- 
(3) 如 果 mm 为 负 的 偶数 , 则 C(m) = 0. 


[证 明 ] ”根据 定理 3.18(2), 对 于 自然 数 > 有 
C1-7) = -1B.0). 
又 由 Bi(z) = z 一 得 5(0) = 到 如 果 r > 2, 则 由 (3.19) 得 Br-(1) = B,(0) = B,. 
根据 (3.14), 当 > 为 不 小 于 3 的 奇数 时 , 因 B, = 0 故 C(1 一 7) =0. 
例 3.23 由 推论 3.22 与 (3.13) 知 


6O= -CD= -下 (3) = 


x 了 
(5) = 三 x7 (7) =- 友 
Rxax7’ 24x3x5 
691 
(9) = -xaxit (1) 一 两 X35X5X7X19， 
1 
《(-13) = 一 


22x3’ 过 口 
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(c) 命题 3.15 与 定理 3.18(1) 的 证 明 
[命题 3.15(1) 的 证 明 ] 证 过 L(s,X). (对 于 C=a(w)(s), C(s,7) badd 
令 Re(9=o>4 则 | < 去 去 ;如 果 n>2, 则 由 去 < 人” 二 各 得 到 


oo 
1 pe 1 
—&l 一 dz 一 一 一 . 

2 < + 人 1 


于 是 , 和 站 绝对 收 伍 这 表明 了 对 于 任意 的 e > 1, 在 Re(s) > 。 的 范 
内 其 为 一 致 收 租 因为 一 致 收 人 的 全 纯 画 数 的 极限 仍 是 全 纯 的 , 故 命题 315(1) 得 证 


[命题 3.15(2) 与 定理 3.18(1) 的 证 明 ] 对 于 命题 3.15(2), 只 要 对 C(s,z) 证 明 就 
足够 了 . 我 们 将 它 与 定理 3.18(1) 一 起 证 明 . 
作为 准备 , 先 叙述 T 函数 (gamma function) T(s). 对 于 满足 Re(s) > 0 的 复数 


s, 定义 
T(s) a ep 
0 


如 果 s 为 自然 数 , 则 成 立 F(s) = (s 一 1)!. 另外 , F(s) 亚 纯 地 延 拓 到 整个 复 平面 , 其 延 
拓 仍 被 记 为 FT(s), 这 时 T(s) 除 在 s = 0, -1, -2, -3,… 具有 一 阶 极点 外 为 全 纯 , 并 
且 不 具有 零点 . 再 者 , 对 于 整数 m > 0, 有 


im, (s+ mT(s) = (1)". 


Re(s) > 1 时 , 我 们 有 
T(s)6(s,z) = J 志学 2 


人 
yy T+n t 


n=0 


oo oo 
= 人 Te 全 (ev*- ) 
0 z+n 


n=0 


= 三 二 
ree = 三 feat (Rh fs) = ie) 


ha f(s,u)du = [ (su)du 十 i f(s,u)du 


就 是 说 ， 
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分 开 来 考察 . 积分 人 fj(s,u)du 当 w 一 oo 时 , 因为 er-** 迅速 地 趋 于 零 , 故 对 于 所 有 
的 复数 s 其 为 全 纯 函 数 . 再 考虑 局 f(s,u)du. 由 Ba(z) 的 定义 推导 出 


DE 


po eu 一 工 
因此 ， 
人 f(s, w= 2 全 (nunte-2gu 
_ 立 Ba (CD 
nl s+n—1 


0 
它 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 对 s 的 亚 纯 函 数 , 并 在 一 阶 极点 s = 1,0, -1, -2, -3,… 之 
外 全 纯 . 

如 上 所 说 , 我 们 知道 了 T(s)6(s,z) 作为 亚 纯 函 数 被 延 拓 到 了 整个 复 平 面 , 而 且 
除了 在 s = 1,0, 一 1, 一 2, 一 3,… 具 一 阶 极点 外 均 为 全 纯 . 因此 , (s,z) 被 延 拓 为 整个 
复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , 除 在 s = 1 具 一 阶 极点 外 为 全 纯 . 

对 于 整数 n > 0， 

lim, (s+n— 1)(T(s)C(s,2)) = 2 -le 


el1— 
令 n=0, 因 TT(1) = 1 故 证 明了 


GDk(ez) = Bolz) = 


设 ”> 1 则 因 lim (s+n- Dr(s) = (-Dn-: 人 汝 二 故 证 明了 
6Q -mg 可 = -也 四 . 
[命题 3.15(3) 的 证 明 ] 设 Re(s) > 0, 对 于 m >0 令 
N 
we xX(n) 
fn(s) = 2 人 

我 们 有 Ze,x) = 有 (9) + 车 f(s). 下 面 我 们 要 证 明 

(3.20) Dn < Nal 人 了 Ry) 


(3.20) 表明 和 bp fm(s) 对 于 任意 正 实数 0,C', 在 {s eC ||s| < ,Re(s) > 0'} 
中 一 致 收敛 , 从 而 表明 在 Re(s) > 0 的 范围 内 收敛 于 全 纯 函数 


$3.3 ”在 负 整 数 处 的 值 “8L” 


N 
现在 证 明 (3.20). 因为 x: (Z/NZ)* 一 Cx 的 像 不 是 {1}, 故 x(n) = 0 (问题 
3). 因而 by 


和 1 1 
这 学 X(n) (ms Fn 六 ) 


1 1 di 
Th 二 


如 果 记 Re(s) 为 o, 则 有 


由 于 


1 | 
nlsl: (PNJsH 和 moe+ti* 


| | ;+ 
mV tn) CN)|< 
于 是 

IOIsN. -el 


从 而 
ba (s| < N. 人 和 和 .lsl.(1+o. [] 


(d) 函数 方程 


在 87.2 中 将 要 介绍 , 对 于 所 取 的 Dirichlet 特征 x : (ZUN2)x 一 Cx, 以 x-1(a) = 
X(o)-: 定义 Dirichlet 特征 x-1, 在 L(s,x) 与 L(1 一 s,x-!) 之 间 存在 被 称 为 函数 方 
程 (functional equation) 的 关系 . 在 Riemannc 函数 的 情形 , 由 此 关系 可 推出 


所 为 不 小 于 2 的 偶数 时 , C(1 一 ) =2x (7 一 D1x 人 四» 


(2ri)" 
例如 , 令 = 2 时 ， 
1 2 1 
6 D=2xlx Bs C0)=-2x25X 守 = 一 证 


(参看 例 3.23). 
(e) 第 二 和 第 三 个 奇特 之 处 


现在 谈 一 下 < 函数 值 的 第 二 和 第 三 个 奇特 之 处 . 
首先 关于 第 二 个 奇特 之 处 : 在 19 世纪 Kummer 证 明了 以 下 的 命题 . 此 命题 的 
(2) 被 称 做 “Kummer 同 余 式 ”. 


命题 3.24 设 p 为 素数 . 
(1) 设 m 为 不 大 于 零 的 整数 , 如 果 个 关 1 modp 一 1, 则 


C(m) € Zp). 
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(2) 当 nrn' 为 负 整 数 时 , 如 果 mm 三 m/ 关 1 modp 一 1, 则 
CS(m) = Cm) mod Zn) 0 

例 3.25 我 们 有 -1= -5 关 1 mod (5 一 1), 根据 例 3.23， 
C(-1) =21 x ¢(-5) = ¢(-5) mod 5Z(s). 口 


这 个 Riemann 函数 在 负 整数 的 值 所 满足 的 关于 ”mod p 的 同 余 式 , 现在 已 被 
推广 到 了 Dirichlet 工 函数 在 负 整 数 的 值 满足 的 ”mod p" (n > 1) 的 同 余 式 , 特别 地 
已 推广 到 取 p 进 值 的 p 进 工 函数 (p-adic L function) 理论 (久保 田 -Leopoldt 的 p 
进 工 函数 理论 ). 

问题 5 ”应用 命题 3.24(1) 证 明 , 如 果 mm 为 不 大 于 零 的 整数 , 在 将 C(m) 表示 为 既 约 分 数 
的 形式 时 则 其 分 母 的 素 因 子 不 大 于 2 一 m， (例如 , 观察 例 3.23, 表 出 C( 一 11) 分 母 的 素数 为 
2, 3,5,7, 13, 均 不 大 于 2 一 (11) = 13.) 


对 于 第 三 奇特 之 处 , 譬如 , 在 例 3.23 中 , 出 现在 (一 11) 的 分 子 中 的 是 素数 691， 
这 个 事实 给 出 了 关于 将 1 的 691 次 根 添加 到 Q 所 形成 的 域 的 数论 信息 , 我 们 将 在 
84.4 中 讲述 它 . 另外 , 对 满足 X(-1) = -1 的 Dirichlet 特征 的 工 (1,x) 或 者 工 (0,x) 
所 具有 的 数论 方面 的 意义 也 将 在 84.3 中 讲述 . 

对 于 第 二 和 第 三 个 奇特 之 处 , 也 可 在 《数论 工 ) 的 “ 滨 泽 理论 " 这 一 章 中 看 到 . 

5 函数 的 值 在 数学 的 各 种 各 样 场合 表现 出 的 很 多 出 乎 意料 的 事 , 是 个 有 着 无 限 
多 兴趣 的 对 象 . 


小 结 


3.1 ” Riemann 函数 在 正 偶数 ” 的 值 具有 有 理 数 xxr(r 是 圆周 率 ) 的 形式 . 这 
个 函数 可 以 被 延 拓 到 整个 复 平面 , 它 在 不 大 于 零 的 整数 的 值 为 有 理 数 . 

3.2 作为 Riemann ¢ 函数 推广 的 Dirichlet 工 函数 仍然 具有 相近 的 性 质 (所 谓 
“相近 ”表明 仍 有 所 不 同 , 准确 的 意思 参看 正文 ). 

3.3 虽然 是 在 后 面 的 章节 才 出 现 , 但 这 些 被 统称 为 《 函数 的 函数 在 整数 的 值 都 
具有 奇特 的 性 质 以 及 数论 上 的 意义 (具体 地 说 , 与 p 进 数 之 间 的 关系 , 以 及 在 第 四 章 
出 现 的 “理想 类 群 ” 之 间 的 关系 ). 


习题 


3.1 求 下 面 的 无 限 和 . 
上 Qs-3-})+ (3+ 3 ) + 


习 是 ye 


全 人 
+R) 1 1 + 153 : 
a 


3.2 (]) 证 明 当 Re(s) > 1 时 成 立 (1-217*)C(s) = 1 一 元 十 贡 一 二 十 京 一 贡 二 
() 利用 log(2) =1 一 + 当 一 + 二 一 吉 +… 证明 
,19) = 
这 里 mo 表示 的 是 在 实 轴 上 s 从 右边 趋向 于 1 时 的 极限 . 
3.3 设 
G=eos( 了 )+isn(I) = 方 + 故 i 
对 于 a=1,3,5,7 令 


ww = 生生 =-logd- 的 ) 
n=1 

根据 对 sl 一 ss 一 ss + sy 的 计算 , 证 明 公式 (3.6). 

3.4 设 ”cb …，cx 为 正 实数 , 令 

1 
5(s,zicl ,ck) = a 

( 称 之 为 多 重 Hurwitz 5 函数 .) 参照 命题 3.15(2) 以 及 定理 3.18 的 证 明 , 证 明 更 一 般 
情形 下 的 以 下 事实 . 

(1) LC(s,z;c1,… ,ck) 在 Re(s) > 时 绝对 收敛 , 作为 s 的 函数 是 可 以 延 拓 为 整 
个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , 且 在 1,2,… ,k 以 外 的 点 为 全 纯 . 

(2) 设 m 为 不 大 于 0 的 整数 , C(m,z;c1,… ,ck) 则 可 写 为 , 除 因子 c1… cx 外 ， 
系数 在 Q 上 的 z,c1,… ,cx 的 多 项 式 形式 的 数 . 


第 四 章 ”代数 数论 


代数 数论 (在 日 本 称 之 为 代数 的 整数 论 一 一 译注 ) 是 在 19 世纪 中 叶 由 Kummer 
开创 , 而 后 由 Dedekind, Kronecker 等 人 发 展 起 来 的 理论 . 

Kummer 的 想法 是 希望 用 这 个 新 理论 去 解决 Fermat 大 定理 “ 当 n 不 小 于 3 时 ， 
方程 2"* +y" = z" 没有 自然 数 的 解 ”. 将 此 方程 改写 为 


nol 
(4.1) z"= [I[(z- cy). 
k=0 


这 里 的 6 为 n 次 本 原单 位 根 cos (所 ) sit (所 ), Cc 表示 C。 的 上 次 短 . (4.1) 的 
两 边 都 是 “ 积 = 积 ”的 形式 , 从 而 希望 能 试 着 考虑 对 两 端 运用 关于 数 的 乘积 的 “ 素 
子 分 解 ”基本 法 则 . 但 是 , 在 这 里 因为 出 现 的 5。 并 不 是 有 理 数 , 故而 Kummer 不 
得 不 考虑 包含 了 C 的 数 世界 是 否 存在 素 因子 分 解法 则 . 

称 有 理 数 域 的 有 限 次 扩 域 为 (代数 ) 数 域 (algebraic number field)， 例 如 , 域 
Q(Gn) 是 个 数 域 . 代数 数论 要 了 解 的 是 , 在 有 理 数 的 世界 里 “自然 数 有 唯一 的 素 因子 
分 解 ”等 法 则 如 何 (不 断 对 其 形式 加 以 修改 ) 能 推广 到 数 域 

即便 有 理 数 域 本 身 ,一 旦 进入 到 数 域 中 考虑 时 ， 一 些 停留 在 有 理 数 域内 部 解释 
不 清楚 的 事 也 可 以 得 到 清楚 的 解释 . 实际 上 , Kummer 对 于 Fermat 大 定理 (这 原本 
是 有 理 数 域内 部 的 问题 ) 取得 了 巨大 的 成 果 (参看 84.4). 

这 一 章 要 介绍 代数 数论 的 方法 以 及 其 重大 成 果 . 


84.1 代数 数论 的 方法 
在 这 一 节 中 , 我 们 将 以 前 面 所 说 的 “扩大 考察 数 世界 的 代数 数论 的 观点 ”给 出 
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在 序言 章 中 所 介绍 的 几 个 Fermat 断言 的 证 明 , 并 且 还 要 给 出 n = 3 时 Fermat 大 定 
理 的 证 明 . 


(a) 命题 0.1 一 0.5 和 命题 0.10, 0.11 的 证 明 


我 们 将 数 世 界 从 Z 出 发 扩张 到 更 大 的 环 Z[i] = {a + bi | be Z}, ZIV-3] = 
{atbV -2|a,b e Z}, ZIGs] = {a+bcs |a,b € Z}, ZIVI = {atbV2|a,be Z} 上 ,并 考 
虑 利用 它们 去 证 明 所 提 及 的 这 些 命题 . 下 面 要 用 到 的 事实 是 : 这 些 环 具 有 与 Z 中 素 因 
子 分 解法 则 相同 的 素 因子 分 解法 则 . 就 是 说 , 如 果 4 表示 ZH], Z[V 二 习 , Z[Ca], Z[vV 引 
中 任意 一 个 , 则 成 立 下 面 的 (*). 

(*) ”44 的 非 零 非 可 北 的 元 a 可 分 解 为 形 如 


a=a ar (>1l oa,… ,ar 为 4 中 的 素 元 ) 


的 素 元 乘积 , 并 且 这 个 分 解 在 下 面 将 叙述 的 意义 下 唯一 . 

这 里 的 “ 素 元 ”的 定义 是 这 样 的 : 前 面 的 Zl], ZI[V-= 引 等 每 一 个 都 是 整 环 (关于 
“ 整 环 "的 定义 参看 附录 83A.1). 称 整 环 4 的 元 a 为 素 元 是 说 它 满足 以 下 的 条 件 (i)， 
(Gi). 

(i) a 既 非 零 也 非 可 逆 元 . 

人 如 果 wbe4 且 osea4, 则 或 者 o e a4 或 者 be a4，( 这 里 的 a4 = 
{az | zs 4}. (ii) 说 的 是 , 如 果 ab 被 a 除 尽 , 则 或 者 a 或 者 b 被 a 除 尽 .) 

例如 , Z 的 素 元 为 形 如 “ 士 素数 ”的 元 . 

上 面 所 说 的 “唯一 性 ”是 指 , 如 果 有 a 的 另外 的 分 解 a = a … a (s > 1, af， 
…,% 为 4 中 素 元 ), 则 ”> = s 且 如 果 适当 地 置换 a，… ,a% 的 指标 , 则 对 于 i = 
1,… ," 成 立 ad4 = ai4 (这 等 价 于 a = ai x 可 道 元 ). 

称 满足 上 面 (*) 的 整 环 为 素 分 解 整 环 , 或 者 唯一 因子 分 解 整 环 (unique factor- 
ization domain)， 在 84.3 中 , 将 使 用 ¢ 函数 来 证 明 ZI，Z[V= 习 ，Z[(a] 为 素 分 解 
整 环 . 


[命题 0.2 的 证 明 ] 命题 0.2 即 是 下 面 所 说 的 (1)，(2). 

(1) 如 果 2 为 被 4 除 余 1 的 素数 , 则 存在 xz,y eZ 使 p= z2 十 她 成 立 . 

(2) 如 果 p 为 被 4 除 余 3 的 素数 , 则 不 存在 使 p = z? +y? 成 立 的 my eQ. 

(2) 已 在 命题 2.8 中 证 明 过 了 . 因为 对 于 Zli] 中 的 元 a = z+yi (z,y e Z) 有 
aa = 72 十 (a 是 a 的 共 因 复数), 故而 (1) 归结 到 表示 在 Zli] 中 素数 分 解法 则 的 
下 面 命题 4.1 的 (1). 

命题 4.1 

(1) 如 果 p 为 除 以 4 余 1 的 素数 , 则 p=aad (a 为 Zi 的 素 元 ,从 而 G@ 也 是 2 加 
的 素 元 ), 且 aZ 四 天 GZ 国 . 

(2) 如 果 p 为 除 以 4 余 3 的 素数 , 则 p 也 是 Zi] 中 的 素 元 . 
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(3) 2= (1 十 让 ? x (一 i), 1 十 i 是 Zi 中 的 素 元 , 而 -i 是 Zi 的 可 逆 元 . 

(4) 2 四 的 素 元 全 具有 (上 面 所 出 现 的 素 元 ) x (可 逆 元 ) 的 形式 . 

(5) Zi] 的 全 部 可 逆 元 为 { 土 1, 土 让}. 

[征明 ] 证 明 (). 设 p 为 除 以 4 余 1 的 素数 . 因为 人 ( 卫 ) 二 1 (定理 2.2(2))， 
故 存在 满足 a? = -1 mod p 的 整数 a. 由 


(a+i)(a—i)=a?+1e€pZli, at+i¢p2Zlil, a 一 让 天 DZ 加 


知 p 不 是 Zi] 中 的 素 元 . 另 一 方面 , 因为 p 也 不 是 Zli] 中 的 可 道 元 , 故 可 考虑 p 在 
Zi 中 的 素 元 分 解 , 从 而 存在 可 以 除 尽 p 的 Zi 中 的 素 元 a. 记 p = apB, 6 es Zi]. 因 
为 p 不 是 素 元 , 故 6 不 是 可 逆 元 . 我 们 有 


=08.58=aa. 8, 


由 于 aa, BB 为 自然 数 , 故 aa 等 于 p? 的 约 数 1,p,p? 中 的 一 个 . 设 aa = 1, 那么 a 
为 可 逆 元 , 矛盾 . 设 aa = p?, 于 是 由 BB = 1 得 出 8 可 逆 , 又 矛盾 . 于 是 p= aa. 下 
面 , 我 们 从 假定 aZ[i] = aZli] 来 导出 矛盾 . 取 整 数 a€ Z 使 得 (a +i)(a 一 i) € pZlil]， 
为 a 为 素 元 , 所 以 或 者 a 十 ie aZli] 或 者 a 一 ie aZli. 取 它 们 的 复 共 思 , 并 利用 
aZ 轩 = 5Z 辐 , 我 们 发 现 a+i 和 a-i 全 都 属于 aZli, 从 而 2i= (at+i)-(a-i) € aZlil. 
此 , 2,p e aZli] 得 到 1 e aZ 国 , 从 而 a 为 可 逆 元 , 矛盾 . 

证 明 (2)， 设 p 为 除 以 4 余 3 的 素数 ,a 为 能 除 尽 p 的 Zli] 中 的 素 元 , 令 
p= 二 ab, 8 e Zi. 与 前 面 一 样 我 人 有 p? = aa .55, 且 aa 关 1. 另外 因 不 能 将 p 写成 
p= 二 72 十 奶 (Z,y € Z) 的 形式 , 故 知 p 承 aa. 于 是 , aa = p?, BB = 1, 从 而 8 为 可 逆 
元 . 这 表明 p = a6 为 素 元 . 

证 明 (3). 我 们 来 证 明 1 +i 是 个 素 元 . 取 a 为 Zi 中 除 尽 1 +i 的 素 元 . 令 
1+i=ap, 于 是 2=(1+i)(1 一 让 =aG.BB. 因 aa#1, 故 aa=2,BB=1, 那 么 ,BP 
为 可 道 元 . 因此 , 1 +i = a8 为 素 元 . 

证 明 (4). 设 a 为 Z 国 中 的 任 一 素 元 . 考虑 不 为 1 的 自然 数 aa 的 素 因子 分 解 ， 
那么 , 由 此 可 知 a 必 除 尽 某 个 素数 . 

证 明 (5). 如 果 6 为 ZI 中 的 可 逆 元 , 设 By = 1 (7 e Zi), 于 是 1 = BB 7. 
因此 , 65 = 1. 设 8 = z+yi (z,y € Z), 这 表明 z? + = 1, 而 其 整数 解 只 有 
(z,y) = ( 士 1 0)，(0, 士 ]), 故 得 到 B E { 士 1, 士 计 . 下 

[命题 0.1 的 证 明 ] 命题 0.1 说 的 是 有 关 三 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 
能 否 为 素数 的 问题 . 

设 p 为 除 以 4 余 1 的 素数 . 根据 命题 4.1(1), p = aa, a 为 Zfi] 中 的 素 元 . 令 
oa2 =z+yi(z,y € 2Z), 于 是 p? = a2a2 = z? + 如 . 如 果 能 证 明 这 里 的 z 关 0, y 关 0， 
那么 就 知道 了 p 是 以 |z|, |y|,p 为 三 边 长 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 . 现 假设 z = 0 或 者 
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y = 0, 作为 复数 , a 的 辐 角 为 3 的 倍数 , 即 对 于 某 个 整数 m 有 
a=mB， 其 中 Be {1,1+ii, 一 1+ 习 . 

这 与 Z[] 中 素 元 分 解 的 唯一 性 相抵 触 . 

其 次 , 容易 明白 2 = z? +y? 不 具有 z 六 0, y 天 0 的 整数 解 . 

最 后 , 设 p 为 除 以 4 余 3 的 素数 , 假定 p? = z? + v2 (zy EZ). 令 a=z+yi, 
则 p = aa. 根据 命题 4.1(2) 知 p 也 是 Z 国 中 的 素 元 , 由 素 元 分 解 的 唯一 性 定理 得 
到 a =p x ( 士 1, 二 中 的 一 个 ). 于 是 证 明了 z = 0 或 者 y = 0. 上 

命题 0.11 的 证 明 ] 命题 0.11 说 的 是 , 方程 92 = z3 一 4 的 自然 数 解 仅 有 (z,y) = 
(2, 2), (5, 11). 将 此 方程 改写 为 

73 = +4= (y+2i)(y — 2i). 


我 们 注意 到 , y + 2i 与 y -- 2i 相 乘 是 一 个 三 次 宕 .后面 将 说 明 , 利用 Zi] 中 素 元 分 解 
的 断言 可 以 由 此 证 明 y 十 2i 和 2 一 2i 各 自 均 为 Z 轩 中 某 个 元 的 三 次 宕 . 于 是 ， 


(4.2) y+2i=(a+bi)s (obeZ). 
将 其 右 端 展开 并 比较 两 端的 虚 部 , 有 
(4.3) 2= 3a%b — b3 = (3a2 — b?)b. 


于 是 b 是 2 的 约 数 , 从 而 为 1, 十 2 中 的 一 个 . 在 (4.3) 中 由 “= 1, -1,2, -2 的 情形 
分 别 得 到 3a? = 3, -1,5,3, 因此 


(a,b)=( 圭 1,1) 或 者 (+1, -2). 


由 此 , 从 (4.2) 得 到 y = 2,5, 然后 将 其 代 人 原来 的 y? = za -4 就 得 出 了 zx. 
对 于 上 面 证 明 中 跳 过 的 部 分 可 以 使 用 下 面 的 引 理 4.2. 


引 理 4.2 设 4 为 Z 回 , Z[V 二 习 , ZCs], Z[V 引 中 的 任意 一 个 , 并 设 oi…… ar 
为 4 的 非 零 元 ,上 为 使 Qa1.…a = BF 成 立 的 自然 数 . 另外 进一步 假设 , 如 果 i 六 j 
则 um 与 oj 不 被 从 共 的 素 元 除 尽 、 此 时 , 对 各 个 i ai, 可 以 写 为 ai = wiB4, 其 中 Bi 
为 A 中 的 某 个 元 而 ui 为 可 逆 元 . 口 


这 个 引 理 与 81.1 的 引 理 1.7 一 样 , 通过 考虑 各 素 元 出 现在 a1,… ,ar, 6 的 次 数 
便 能 得 到 证 明 . 

于 是 , 我 们 便 可 由 此 来 讨论 所 跳 过 的 , 由 za = (y +2i)(y 一 2i) (z,y e Z) 推导 出 
+22y 一 2 为 Z[] 中 的 三 次 寡 这 个 事实 . 

设 为 除 尽 y+2i 与 y 一 2i 的 Z[] 中 的 素 元 . 因为 7 能 除 尽 (y+2i)—(y—2i) = 
委 三 一 i(1 二 外, 故 7= (1 十 让 x( 可 道 元 ) 因此 , y++2i = (1+i)ca,e>1la 为 
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Zi 中 不 被 1 +i 除 尽 的 元 . 从 而 y 一 2i = (1 一 i)*a, 再 由 1 一 i = (-i) x (1+i), 得 
y 一 2i = (可 逆 元 ) x (1 十 i)*a. 于 是 我 们 有 

alas2as = z3， 

aa = (可 道 元 ) x (1 + 外?, az = a as =a. 


aa az,as 中 两 两 无 公共 的 素 元 . 根据 引 理 4.2, aa az,as 都 具有 (可 逆 元 )x (Zl 的 
三 次 宕 元 ) 这 样 的 形式 . 因此 得 到 e 为 3 的 倍数 . 这 样 一 来 , y 十 2i = (1+iea 便 
成 为 (可 道 元 )x (Zi] 的 三 次 短 元 ). 然而 ,Zli] 的 可 逆 元 +1, +i 全 都 是 三 次 宕 元 , 故 
1 二 21 便 是 Z[i 的 三 次 寡 元 . 1 


[命题 0.3 的 证 明 ] 命题 0.3 说 的 是 , 方程 p = x? 十 2y? (p 为 素数 ) 与 p 被 8 除 时 
的 余数 的 相关 性 . 如 果 p = 5,7 mod 8, 则 (2,p)s = -1 从 而 不 存在 使 p = z2 + 2y? 
成 立 的 有 理 数 z,y (参看 命题 2.8 的 证 明 ). 

另外 , 设 p = 1,3 mod 8. 我 们 来 证 明 存在 满足 p = z2 + 2y? 的 z,y e Z. 对 于 
ZIV-3] 的 元 a = z +yV-2 (z,y e Z), 由 于 有 aa = z? + 2y?, 故 如 果 能 证 明 存在 
a e ZIV- 习 使 得 p= a 就 可 以 了 . 对 此 , 利用 二 ==1 这 个 事实 , 像 在 前 面 命题 
0.2 的 证 明 中 那样 , 只 要 将 Zi] 换 为 Z[LV-= 引 进行 完全 相同 的 讨论 便 证 明了 论断 ， 昌 


[命题 0.10 的 证 明 ] 命题 0.10 说 的 是 , 方程 y= z3 一 2 的 自然 数 解 只 有 (z,y) = 
(3,5). 可 以 把 这 个 方程 改写 为 


3 = (y+ V2)(y — v3). 
像 前 面 命题 0.11 的 证 明 那 样 进行 , 能 证 明 y+ V3 与 y - V2 分 别 是 ZIV=3] 中 
某 个 元 的 三 次 寡 . (但 是 , 用 Z[V-= 引 代替 ZW]. 而 代替 Zi] 中 素 元 1+; 的 是 Z[V-= 引 


中 的 素 元 V-3, Z[i] 的 可 逆 元 为 1，+i, 代替 的 则 是 Z[V= 引 中 的 可 逆 元 1.) 我 
们 有 


y+V-2=(a+bV-2)? (a,b eZ). 
展开 上 式 右 端 并 比较 其 虚 部 , 得 
1= 3a%b — 2b3 = (3a2 — 2b?)b. 
于 是 "为 1 的 约 数 , 从 而 b= 士 1. 因此 
(a,b) = (+1,1), 
最 后 得 到 了 y = +5, z = 3. D 


[命题 0.4 的 证 明 ] 命题 0.4 说 的 是 , 方程 p= z? + 3y? (p 为 素数 ) 与 p 被 3 除 
的 余数 的 相关 性 . 如 果 p = 2 mod 3, 则 (3,p)s = 一 1, 从 而 不 存在 有 理 数 zy 满足 
了 = z2 十 3y? (参看 命题 2.8 的 证 明 ). 
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另外 , 设 p = 1 mod 3, 我 们 来 证 明 存在 满足 p = z2 十 3y? 的 z,y € Z. 对 于 
ZIV- 引 = {a+bV-3 | a,be Z} 中 的 元 c =z+yVE53, 由 于 aa = Z2 十 3y2, 故 只 要 
证 明 存在 es ZIV- 本 使得 p=aa 就 可 以 了 . 利用 【 - ) =1 的 假定 ,按照 在 前 面 
命题 0.2 的 证 明 中 将 Z 团 换 做 ZICs] 后 完全 一 样 的 讨论 , 便 可 证 明 存在 BezZ[Gs] 使 
得 p= BB. 现在 容易 证 明 , ZlCs] 的 每 个 元 乘 以 1, +C3, (3 (这 些 是 ZICs] 中 的 全 
部 可 道 元 ) 中 的 某 一 个 便 可 属于 ZIV= 引 . 令 a = up e ZIV= 引 ,wu e {+1,+C, 士 G8)}， 
于 是 p= BB = aa. ' 

[命题 0.5 的 证 明 ] 命题 0.5 说 的 是 , 方程 p = z2 - 2y? (p 为 素数 ) 与 p 除 以 8 
的 余数 的 相关 性 . 命题 0.5 的 证 明 与 命题 0.2 的 证 明 一 样 . 但 是 代替 Zi 的 元 a 去 
考虑 a, 我 们 则 对 于 ZIV 引 的 元 a = z+yv3 (z,y EZ) 去 考虑 ao = zx 一 yV5. 那么 ， 
如 果 p= 1,7 mod 8, 则 对 于 某 个 a=z+yv3e ZIV 引 (z,y eZ) 有 


了 = 二 aa' = 土 (22 — 2y?). 
在 p= -aa 的 情形 , 我 们 取 6 = (1 + V3)a, 便 得 到 p = BB'. 和 
问题 1 证 明 灵 = zs 一 1 的 整数 解 仅 为 (z,y) = (1,0). 


问题 2 应 用 乙 | 为 素 分 解 整 环 的 事实 证 明 , y2 二 za _ 11 的 整数 解 仅 为 
(z,y) = (3, 士 4)， (15, 士 58). 

(b) 23+y =23 

我 们 来 给 出 Fermat 大 定理 在 n = 3 的 情形 的 证 明 . 这 里 的 证 明 与 Euler 所 给 
出 的 证 明 从 本 质 上 是 一 样 的 . 由 于 从 最 初 就 将 证 明细 节 写 出 来 难以 读 懂 , 故我 们 首 


先 叙述 证 明 的 要 点 . 其 方法 是 , 将 前 面 在 求 y? = z3 - 4 的 整数 解 时 所 使 用 过 的 方法 
与 在 81.1 的 命题 1.2 的 证 明 中 使 用 的 “无 限 下 降 法 * 合并 使 用 . 


[证 明 ] 假定 存在 z3 十 外 = z3 的 整数 解 , 取 z,y,z; x 六 0,y # 0,z 关 0 为 
在 所 有 整数 解 中 使 max(|z|, lyl, |z|) 最 小 者 . 然后 证 明 存在 满足 max(|z’, lv, |21) < 
max(|zl, |yl, |z|), z' 关 0,y 关 0,z' 冯 0 的 解 从 而 导出 矛盾 . 先 讲述 证 明 的 要 点 . 

G) 首先 , 证 明 只 需 取 y,z 为 奇数 即 可 , 从 而 设 y,z 为 奇数 . 

(区 改写 za +2%a = z3 为 

73 = (2—Y)(z— Cay)(z — Gay) 

(注意 有 63 = ). 所 有 前 面 证 明 由 zs = (y + 2i)(y -2i) 得 到 y+2i, y -2i 各 自 为 
Zi] 中 的 三 次 短 元 的 类 似 考察 , 便 得 到 了 下 面 的 断言 

(i1) 当 z 不 能 被 3 除 尽 时 , 存在 ce Z, a e Zlca], 使 得 

(CD z—y=0, (2) 2 — Cay = G03, (3) z — Gy = C363, 

人 2) z 为 3 的 倍数 时 , 存在 ce Z, a e ZICs] 使 得 
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(1) z—y=9c, (2) z— Cay = (1 一 人 )aa, (3) z — Cy = (1 — C3)a3. 
(ii) 此 时 令 a = a + bis (a,b€ 2Z). 
(iii-1) 当 z 不 被 3 除 尽 时 , 根据 (ii-1) 的 (2)(3) 得 出 


y=a3—3ab +b, z=—a+3ab— b, 
从 而 得 到 z 一 y = (a 十 如 (2a 一 (25 一 a). 将 其 与 (ii-1) 的 (1) 进行 比较 得 到 
= (a+b)(2a—b)(2b— a). 


在 此 , 我 们 将 证 明 a + b,2a 一 b,2b 一 a 两 两 互 素 . 因此 a 十 b,2a 一 5b,2b 一 a 分别 为 整 
数 的 三 次 宕 , 令 a 十 b= (2z)3, 24 一 b = (z)3， 2 一 a = (7)3 (zy ze 2Z), 则 成 立 
(2)3 + (vy)3 = (2)3, 2 #0,y #0,2 #0, max(lz'l, yl, 2) < max(lel, lyl, |z)- 

(iii-2) z 为 3 的 倍数 时 , 根据 (i-2) 的 (2) (3) 有 


y=a3—6ab+3ab +b, “一 03 十 3a20 一 6ab2 +b3, 
从 而 得 到 z -y = 9ab(a 一 如). 将 此 与 (i-2) 的 (1) 进行 比较 , 得 到 
ca = ab(a —b). 


在 此 我 们 将 证 明 a,b,a 一 5b 两 两 互 素 . 于 是 a,b,a - 分别 为 整数 的 三 次 寡 , 令 a = 
(2)3, b= (2)3, a —b = (Yy) (2,y,z eZ), 则 成 立 (2)s + (y)? = (2)3, 2 #0,Y # 
0,z’ #0, max(|z’l, lv, 12") < max(|zl, lyl, 2)). 

现在 叙述 关于 (i), (ij, ( 道 ) 的 细节 . 为 此 要 做 些 准备 (( 一 ) 一 (四 )). 

(一 ) 1 一 C3 是 Z[Gs] 的 素 元 (其 证 明 同 于 先前 所 给 出 的 1+i 为 Z[i] 的 素 元 的 证 
明 ), 并 有 3 = (1 一 C3)? x (-63) 

(二 ) z,y,z 为 两 两 互 素 . 就 是 说 , z,y,z 中 的 两 个 被 素数 1 除 尽 , 则 由 za 十 W = 加 
知 剩 下 的 另外 一 个 也 被 ! 除 尽 , 从 而 (了, ,了 ) 也 是 中 + 如 = z* 的 整数 解 , 这 与 
max(|z|, |yl, |z|) 的 最 小 假定 相反 . 

(三 ) 如 果 Z[Cs] 中 素 元 a 除 尽 z -- y,z -lay,z -6 中 的 任意 两 个 , 则 a = 
(1 一 C3)x( 可 道 元 ). 为 什么 这 样 呢 ? 譬如 “ 除 尽 z 一 y 与 一 Cay, 则 a 除 尽 (z 一 y) 一 
(z 一 Cay) = (1 一 Ca)y, 如 果 a 不 是 (1- G)x( 可 逆 元 ) 的 形式 , 那么 a 必 能 除 尽 y. 
为 a 能 除 尽 y - z 从 而 既 除 尽 y 又 除 尽 z, 这 与 (二 ) 中 的 断言 y 与 z 互 素 相 矛盾 . 
对 a 除 尽 z 一 y 与 z 一 Cay, 或 者 除 尽 z 一 Cay 与 z 一 Cay 情形 的 讨论 是 同样 的 . 

(四 ) 环 Z[Ca]/2Z[Cs] 由 0, 1, Cs, 1+ Ga 的 类 这 四 个 元 构成 , 0 以 外 的 元 为 这 个 环 
中 1 的 三 次 根 . 在 Z[Cs] 的 全 部 可 逆 元 土 1, 土 63, 圭 6s 中 , 土 1 在 Z[Cs]/2Z[Cs] 中 的 像 为 
1 的 类 , +Cs 的 像 为 Gs 的 类 , 而 士 G 的 像 为 1 + Ga 的 类 . 

关于 (i) 
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根据 (二 ), z,y,z 中 只 能 有 一 个 偶数 , 如 有 必要 可 将 (z,y,z) 换 做 (or, 2 (z, -y， 
Z), 从 而 假定 y, z 为 奇数 . 

关于 (这 -1. 

根据 (一 ), (三 ) 以 及 z 不 能 被 3 除 尽 的 条 件 , z 一 y,z 一 C3y,z 一 Cay 中 任意 两 
个 不 能 被 Z[cs] 中 同一 个 元 除 尽 . 因此 由 引 理 4.2 知 , > 一 2 zx 一 603， z 一 C3y 分 别 
为 ZICs] 中 的 可 逆 元 与 一 个 三 次 宕 元 的 乘积 . 令 zy = wup3 (w 为 Z[Cs] 中 的 可 逆 元 ， 
BeZ[ca), 于 是 

(2 —Y)? = 68 不 = (05)3. 

因此 (z -vy)? 为 整数 的 三 次 宕 , 这 表明 ( 若 进行 素 因子 分 解 便 可 明白 ) > -y 也 为 整 
数 的 三 次 宕 . 另外 , 令 z - 6 = va3 ( v 为 ZIcs] 中 的 可 北 元 ,a e Z[ca]) 如 果 能 证 
明 vw = 士 G 就 可 以 了 . 以 mod 2Z[Ga] 进行 考虑 , 由 于 y 三 z 三 1 mod 2, 故 有 


va =z— (Cy=1- (= 6 mod 2Z[G， 


因为 Z[Gs]/2Z[Gs] 的 非 零 元 的 三 次 宕 等 于 1(( 四 )), 故 v = G@ mod 2Z[G], 于 是 , v 二 
士 G. 

关于 (ii-2). 

因为 > 被 3 除 尽 , 所 以 也 被 1 -Cs 除 尽 , 并 且 za = (z 一 y)(z 一 Cay)(z Cy): 于 


是 

2Z—Yy=z%— Cy=2— Cy mod (1 一 6a)Z[Ca]， 
因此 z 一 y, z 一 Cay, z 一 Gy 都 被 1 一 C3 除 尽 . 因为 z 一 C3y ¢ 3Z[C3] = (1 一 Ga)2Z[Ca] 
(车 z 一 Cay € 3Z[Cs], 则 z,y 都 被 3 除 尽 , 这 与 (二 ) 相 矛 盾 ), 如 果 令 orda(z) = 
mo ords(z 一 了 二 n, 则 23 =(z 一 y)(z 一 Csy)(z 一 Gy) 意味 着 bm = 20+1+1. 因此 
n 之 2. 于 是 成 立 


2 二 9m z— Cy =(1 -63)p, z— Cy = (1— 6)5 
CeZ pe ZIGa]). 因为 (3) = rpp, mt 中 任意 两 个 没有 Zcs] 中 公共 素 元 因 于 
故 由 引 理 4.2 知 rp, 各 自 都 为 ZIs] 的 可 逆 元 与 一 个 三 次 宪 的 乘积 . 因此 ,我们 有 


2 一 y= 9c (c € Z), z 一 bay =v(1 一 Cs)? (v 为 ZIca] 的 可 逆 元 , ae Z[C]). 只 要 能 
证 明 v = 士 1 就 可 以 了 . 使 用 mod 2Z[cs] 即 有 


1- C=2— Cy=v(1— C3)a? mod 22[C]. 
因为 在 Zcs]/2Z[Cs] 中 非 零 元 的 三 次 短 为 1, 故 v= 1 mod 2Z[Cs], 从 而 得 到 了 v = 
士 1. 
关于 (ii-1). 


首先 要 证 明 的 是 a+b,24 一 5b,a 一 26 两 两 互 素 ; 如 果 1 为 除 尽 其 中 任 两 个 的 一 个 
素数 , 那么 1 便 能 除 尽 34 和 3b.( 因 3a 可 写 为 (a 十 b) 十 (2a 一 5) 等 等 之 类 的 .) 然 
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而 1 除 尽 这 三 个 数 的 乘积 z 一 y, 因此 除 尽 它 的 倍数 z3, 从 而 除 尽 zx. 根据 假定 条 件 ， 
1 关 3. 因此 1 除 尽 a,b, 由 y,z 的 a,b 表达 式 知 , ! 除 尽 y,z, 这 与 (二 ) 矛盾 . 其 他 的 
2 关 0,9 了 0,z' 关 0 以 及 max(|zi Ivy,|z) < max(|z|, lyl,1z|) 都 容易 证 明 . 

关于 (iii-2). 

与 (ii-1) 的 证 明 相 同 , 故 略 去 . 

这 个 对 n = 3 时 Fermat 大 定理 的 证 明 与 椭圆 曲线 有 关 . 如 果 令 和 = -一 ,了 = 


%—Y 
革 , 则 方程 + 太一 太 可 改写 为 


Zz 


2 


若 将 此 椭圆 曲线 记 为 BE， 那么, Fermat 大 定理 的 n = 3 情形 等 价 于 说 B(Q) = 
{0O, (0, 土 1)} (就 是 说 B(Q) 是 3 阶 群 , 即 表 明 E(Q) ~ Z/3Z). 设 E(Q) 有 元 Q, 其 满 
足 @ 关 0O, 8 了 (0, 十 1), 我 们 在 上 面 的 证 明 中 将 (z,y,z) 换 做 (y,z,z) 或 (z, 一 y, 一 2)， 
对 应 的 就 是 把 Q 换 做 (0,1) - Q@ 或 者 (0, -1) - Q. 寻找 (z',y%,z) 的 事 , 对 应 于 寻找 
Pe BE(Q) 使 @ = 3P, 而 max(|z',|y,|z1|) < max(|zl, lyl,|z|) 则 反映 了 3P 的 高 要 
大 于 P 的 高 的 事实 . 


84.2 代数 数论 的 核心 
我 们 将 要 叙述 的 代数 数论 的 核心 内 容 有 : 数 域 的 整数 环 , 素 理想 分 解 , 代数 数论 
的 两 大 定理 , 即 “ 类 数 的 有 限 性 定理 ”和 “Dirichlet 单位 定理 ”. 
(a) 数 域 的 整数 环 
前 一 节 所 出 现 的 环 Zf]，Z[V 习 ,，Z[cs], Z[V 习 每 一 个 都 是 所 谓 的 数 域 的 整数 环 . 
现在 来 讲述 “ 数 域 的 整数 环 ” 的 有 关内 容 . 像 在 有 理 数 域 Q 中 的 整数 环 Z 那 


样 , 在 各 个 数 域 K 内 部 具有 被 称 做 “K 的 整数 环 ” 的 子 环 ( 记 为 Ok). 例如 , 如 果 
五 =Q(o), 已 知 有 


Ox = Zltn] = {Be 
i=0 


Ok 的 定义 如 下 .Ok 是 由 K 中 的 所 有 那些 元 a 组 成 , 使 得 对 于 某 个 n > 1 以 及 
c1,… ,cn E2, 它 满足 形 如 


->om me 下 


om +ciaon -十 …+em=0 


的 方程 . (这 里 的 关键 之 处 是 , 这 个 方程 最 高 次 (n 次 ) 的 系数 为 1.) 称 Ok 中 的 元 为 
K 的 整数 . 或 者 , 为 了 和 原来 的 整数 有 所 区 别 , 称 其 为 属于 K 的 代数 整数 . 例如 , 因 
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名 满足 (6%)" 一 1 = 0, 故 为 Q(Gn) 的 整数 . 若 使 用 抽象 代数 中 的 “ 整 闭 包 ”术语 , 则 
Ok 恰恰 是 “Z 在 K 中 的 整 闭 包 ”. 关于 “ 整 闭 包 ”的 一 般 理论 , 可 见 附录 的 SA.1. 

五 为 二 次 域 ( 即 @ 的 二 次 扩 域 ) 的 情形 , Ok 是 下 面 那样 的 环 . 记 K = Q(V 万 )， 
其 中 m 为 不 等 于 1 的 整数 , 且 不 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 , 则 


ZIVm] = {a + Vm | a,b e Z} m=2,3 mod 4 
OF = 
z [|= {+o abez) m=1 mod 4. 


(m=1 mod 4 时 , 志 大 为 
1+Vm\? 1+Vm 全 三 1 
9 
的 解 .) 


数 域 Q Q(V3) Q(V3) Q(V5) Q(Cn) 
它 的 整数 环 | 也 ZI[V 相 | ZIV 引 z| 沁 有 Z[cn] 


(Q(a) 为 @ 和 a 经 四 则 运算 所 得 到 的 全 部 数 , Z[a] 则 为 可 以 写成 系数 在 也 中 的 a 
的 多 项 式 的 全 部 数 .) 

数 域 的 整数 环 Ok, 作为 加 法 群 , 同 构 于 Zen (n = [K : Q])， 这 就 是 说 , 存在 
Q1,… ,Qn € OK(n = [K : Q]) 使 得 Ok 中 的 每 个 元 可 以 唯一 地 表示 为 cual 十 … 十 
cnan(cl ,cn E Z) 的 形式 . 这 个 论断 可 以 由 整 闭 包 的 一 般 理论 如 下 地 推导 出 来 . 
一 般 地 , 设 4 为 Noether 整 闭 整 环 (参看 附录 §A.1), F 为 4 的 分 式 域 , K 为 严 的 
有 限 可 分 扩 域 , B 为 4 在 K 中 的 整 闭 包 , 则 由 整 闭 包 的 一 般 理 论 知道 , B 为 有 限 生 
成 的 4 模 . 取 4=ZZ (从 而 玉 =Q@) 时 , 由 于 B= Ok, 故 Ok 为 有 限 生 成 2 模 , 即 
有 限 生成 Abel 群 . 根据 有 限 生成 Abel 群 的 基本 定理 以 及 Ok 不 具有 0 以 外 的 有 限 
阶 元 的 事实 , 存在 n > 0 使 得 成 立 Ok 兰 Zen. 这 个 等 于 [K : Q] 的 断言 则 容易 弄 
明白 . 

问题 3 证 明 上 面 所 叙述 的 关于 二 次 域 的 整数 环 的 断言 . 

(b) 素 元 分 解 不 成 立 的 情形 


在 Z，Z[V=j]，Z[V= 习 ，Z[ca]，Z[V 习 上 所 成 立 的 素 元 分 解法 则 (84.1 开始 时 
的 (9)) 在 数 域 的 整数 环 中 并 不 总 成 立 ， 譬 如 , 在 Q(V=56) 的 整数 环 ZIV=26| = 
{a+bV-235: obe Z} 中 , 不 存在 能 除 尽 3 的 素 元 . 事实 上 , 我 们 有 


(4.4) 33 = (1+V-36)(1 - v26), 


84.2 ”代数 数论 的 核心 “95 


这 表明 1+V-26 与 1-V=26 的 积 属于 3Z[V 一 26], 但 每 一 个 自身 并 不 属于 3Z[V 一 26]， 
因而 3 不 是 Z[V=26] 的 素 元 . 假设 a 为 除 尽 3 的 Z[V 一 26] 的 一 个 素 元 . 因为 3 不 是 
素 元 , 故 依照 前 面 命题 4.1 证 明 的 讨论 可 以 得 到 3 = aa. 记 a = z+yvV-26 (z,y € 2)， 
便 得 到 了 3 = z? + 26y?. 容易 知道 并 不 存在 这 样 的 整数 z,y. 结果 在 Z[V=26] 中 素 
元 分 解 的 话题 并 不 是 那么 顺 当 的 , 故而 引 理 4.2 不 适用 (4.4), 不 管 是 1+ V-36 还 是 
1 - V=26 都 不 是 Z[V=26] 的 三 次 寡 元 . 


(c) 素 理想 分 解 


如 前 面 所 说 , 在 数 域 的 整数 环 中 有 时 素 元 分 解 不 成 立 , 然而 , 整数 环 的 美妙 之 处 
在 于 , 替代 地 成 立 所 谓 的 “ 素 理想 分 解 ” 我 们 来 说 明 什么 是 “理想 ",“ 素 理想 ”. 
定义 4.3 设 4 为 交换 环 . 称 满足 下 面 (iD),(i) 的 4 的 子 集合 a 为 4 的 一 个 理 
想 (ideal): 
QD 对 于 加 法 , a 是 4 的 子 群 . (就 是 说 , 0 e a, 并 且 “a,be a 地 at+b,a—bea”. 2 
i 如果 ae A4,bea, 则 abea. 


例 4.4 (1) 对 于 交换 环 4 的 元 @1,… ,an, {aiaal 十 … 十 anan | a1,… ,an € A} 
是 4 的 一 个 理想 . 称 这 个 理想 为 a1,… ,an 生成 的 4 的 理想 , 记 为 (a1,… ,an). 特 
别 地 , 对 于 4 的 元 a, (a) = a4. 称 形 如 (a) 的 理想 为 主 理想 (principal ideal) (或 者 
(在 日 本 ) 称 为 单项 理想 ). 

以 后 对 于 理想 (0) = {0}, 简单 地 记 为 0. 

(2) Z 的 理想 只 有 主 理想 (n) (n 为 整数 ). 实际 上 , 如 果 a 为 Z 的 非 零 理想 , 并 
设 a 中 绝对 值 最 小 的 非 零 整数 为 n, 则 容易 证 明 a = (n) 的 断言 . 

像 Z 那样 , 其 所 有 理想 均 为 主 理想 的 整 环 被 称 作 主 理想 环 (principal ideal do- 
main) (或 者 单项 理想 整 环 ). 把 主 理想 整 环 简略 地 记 做 PID. Zli],Z[V 一 3], ZlCa]， 全 
都 是 主 理想 整 环 (关于 ZIl，Z[V 习 ，Z[(a] 的 情形 参看 $4.3). 


定义 4.5 设 4 为 交换 环 . 称 4 的 理想 p 为 素 理想 是 说 , 如 果 下 面 的 (i),(i) 的 
断言 成 立 . 

(i) 如 果 wb ee A, ab e p, 则 成 立 或 者 a e p 或 者 be p. 

人 1 #4 (等 价 于 pz 44). 品 


例 4.6 (1) 设 4 为 整 环 , a 为 4 的 非 零 元 , 则 


(a) 为 素 理想 人 心 a 为 4 的 素 元 . 
(2) Zz 的 素 理想 为 对 于 素数 的 (p) 以 及 (0) 6 
定义 4.7 对 于 交换 环 4 的 理想 a,b, 定义 它们 的 积 ab 为 形 如 六 abs (n > 


i=1 


1, ai € a, bi & b) 的 全 体 元 . ab 仍 是 4 的 理想 . 品 


“96. 第 四 章 代数 数论 


定理 4.8 设 K 为 数 域 , a 为 Ok 的 非 零 理想 . 则 a 可 被 分 解 为 下 面 的 素 理想 
的 积 形式 : 


4=Pi…P ("之 1, Di Dr 为 Or 中 的 非 零 素 理想 )， 
并 且 这 个 分 解 在 下 述 意义 下 唯一 , 即 如 果 a 有 另外 的 分 解 
4 一 Pi…ps (s 之 0, pi,… ,ps 为 Ok 中 的 非 零 素 理想 )， 


则 "二 s 且 如 果 适 当地 改换 pl,… ,pl 的 编号 ,那么 对 于 i 二 1,.… ,7 成 立 pl = pi.0 


称 定理 中 a 的 分 解 为 a 的 素 理想 分 解 . 我 们 经 常 将 p,,…,p, 中 相同 的 进行 合 
并 , 表示 成 


4 二 Pp? …p9g” (9 之 1, pi 为 Ok 中 非 零 的 互 不 相同 的 素 理想 , e; > 1) 


的 形式 . 

这 个 定理 归结 为 数 域 的 整数 环 Ok 是 个 Dedekind 环 (Dedekind ring) ( 见 附录 
§A.1) 的 事实 . 在 数论 中 颇 为 重要 的 这 个 定理 属于 代数 学 一 般 理论 的 “Dedekind 环 
论 ” 所 考虑 的 范围 , 在 本 书 中 将 不 给 予 证 明 . 因为 在 附录 中 写 有 Dedekind 环 的 概要 ， 
故 可 参看 , 至 于 详细 内 容 请 阅读 环 论 方面 的 书 . 简单 说 明 一 下 . ZZ 为 主 理想 整 环 ( 例 
4.4), 而 因为 一 般 的 主 理想 整 环 都 是 Dedekind 环 , 故 Z 为 Dedekind 环 ; 忆 在 KK 中 的 
整 闭 包 从 而 也 是 Dedekind 环 (附录 8A.1. 作为 Dedekind 环 的 这 个 性 质 可 传递 给 其 
整 闭 包 ). 而 在 Dedekind 环 中 所 有 非 零 理想 均 可 唯一 分 解 为 素 理想 之 积 (8A.2). 

Dedekind 环 中 的 理想 可 以 用 有 限 个 元 al, … ,am 写成 (a1,.…, az) 的 形式 (§A.1)， 
但 由 于 Dedekind 环 并 不 仅 限于 主 理想 整 环 , 故 不 只 是 写成 (a) 的 形式 . 


例 4.9 设 天 = Q(V=26), 考虑 Ok = Z[V=56] 的 理想 
a=(3,1+V-26), b= (3,1— V 二 56). 
a&,b 都 是 非 主 理想 的 素 理想 , 我 们 有 
(3) =ab, (1 + V-36) = a3，(1 - V-36) = b?. 
(4.4) 式 的 两 端 虽然 在 数 世界 里 不 能 再 进一步 分 解 , 但 是 在 理想 的 世界 里 
(33) = a3b? = ((1 + V-26)(1 — V 二 56))， 
从 而 具有 a3b3 这 样 的 素 理想 分 解 形式 . 0 
定理 4.8 可 以 被 推广 为 后 面 的 关于 “分 式 理想 的 素 理想 分 解 ” 的 定理 4.12. 
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定义 4.10 设 天 为 数 域 . 称 K 的 子 集合 a 为 Ok 的 分 式 理想 (fractional ideal) 
是 说 , 它 满足 下 面 等 价 的 条 件 (i), (ii) 中 的 一 个 (从 而 两 者 ): 

(i) 存在 Ok 中 的 非 零 元 c, 使 得 ca 为 Ok 的 非 零 理 想 . 

(iD a 为 K 的 非 零 的 有 限 生成 的 Ok 子 模 . 

对 于 Kx 中 元 a, 记分 式 理想 aOk 为 (a). 称 形 如 (a) (a e K*) 分 式 理想 为 主 


分 式 理想 (principal fractional ideal). 口 
，。 定义 4.11 设 K 为 数 域 . 对 于 K 的 分 式 理想 a,b, 定义 它们 的 积 ab 为 形 如 
Daibi (n > 1,ai € a, bi € b) 的 所 有 元 . ab 仍 是 Ok 的 分 式 理想 . 0O 


1 


定理 4.12 设 KK 为数 域 ,a 为 Ok 的 分 式 理想 , 则 a 可 唯一 地 表示 为 
Ca 
5 


其 中 旋 遍历 Ok 的 所 有 非 零 素 理 起 , ep E Z, 且 除 有 限 个 p 外 有 ep 二 0. Ok 的 全 体 
分 式 理想 对 于 乘法 构成 一 个 群 ，Ox 是 其 单位 ,分 式 理想 a 的 逆 元 a-! 由 


a ={ze 开 |zacOrl} 
给 出 . 口 


这 个 定理 仍然 是 根据 Ok 是 Dedekind 环 的 事实 由 Dedekind 环 的 一 般 理论 得 
到 (附录 8A.2). 

在 Z[Gn] (n > 1) 中 素 元 分 解法 则 不 一 定 成 立 , 但 唯一 的 素 理想 分 解 总 成 立 , 这 
一 事实 是 由 Kummer 在 1845 年 左右 指出 的 . 但 是 准确 地 说 , Kummer 并 没有 用 “ 理 
想 ” 来 考虑 , 而 是 使 用 了 类 似 的 “理想 数 ” 来 考虑 . 数 域 的 整数 环 的 定义 、 理 想 的 定 
义 、 一 般 数 域 的 整数 环 上 成 立 素 理想 的 唯一 分 解 的 证 明 , 都 是 Dedekind 在 1863 年 
左右 做 的 . 在 数论 中 产生 的 这 个 理想 的 思考 方法 , 在 以 代数 几何 为 首 的 所 有 数学 中 
成 为 了 重要 的 思想 . 


(qd) 理想 类 群 与 单位 群 

我 们 认为 在 代数 数论 中 出 现 的 群 里 最 重要 的 群 是 “理想 类 群 ”, 其 次 重要 的 群 则 
是 “单位 群 ”. 

定义 4.13 设 K 为 数 域 . 

(1) K 的 理想 类 群 (ideal class group) 是 指 , Ok 的 所 有 分 式 理想 在 乘法 下 构成 
的 群 (定理 4.12) 关于 所 有 主 分 式 理想 构成 的 子 群 (定义 4.10) 所 形成 的 商 群 . 记 K 
的 理想 类 群 为 C1(K) 或 者 Cl(Ok). 

(2) K 的 单位 群 (unit group) 是 指 , Ok 的 所 有 可 逆 元 构成 的 乘法 群 OX%X. 口 
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引 理 4.14 设 为 数 域 , 则 下 面 的 (i), (il, (ii) 等 价 . 

(iD CL(K) 是 仅 为 单位 构成 的 群 . 

(ii) Ok 为 主 理想 整 环 . 

( 道 ) Ok 的 既 非 零 也 非 可 北 元 的 元 可 唯一 地 分 解 为 素 元 的 乘积 (在 84.1(a) i 
述 的 意义 下 ). 


证 明 略 去 . 
例 4.15 在 天 =@ 的 情形 , CI(Q) 仅 由 单位 构成 , Q 的 单位 群 为 Zx = { 士 1}. 


口 


现在 来 叙述 理想 类 群 与 单位 群 的 意义 和 重要 性 . 

理想 类 群 或 者 单位 群 说 的 是 “ 数 与 理想 的 差异 ". 从 数 的 群 Kx 到 分 式 理想 群 的 
同 态 a 一 (a) 的 余 核 是 理想 类 群 , 而 核 则 是 单位 群 ; 余 核 、 核 的 大 小 因而 表达 了 这 个 
同 态 离开 同 构 有 多 么 远 . 另外 , 根据 引 理 4.14, 理想 类 群 可 以 说 是 表达 了 “ 素 元 分 解 
法 则 能 成 立 的 程度 ” 单位 群 也 与 素 元 分 解 的 情况 有 关 . 例如 , 在 Z[V 习 中 考虑 7 的 
分 解 时 , 有 


(4.5) 7= (3+V2)(3— V2) = (5+3V2)(5 — 3vV32) 
= (27+19V5)(27 — 19V32) = 


等 等 由 3 二 V3 = (5 一 3V3)(1 十 V3)? 可 以 明白 , 7 的 许多 素 元 分 解 (4.5) 是 因为 
逐次 地 乘 上 了 (1 + V3)? 等 QIV 习 的 单位 , 这 在 84.1(*) 的 意义 下 可 以 有 唯一 的 素 元 
分 解 . 由 于 Q(V3) 的 单位 有 无 限 多 个 , 因而 感到 Z(V3) 中 素 元 分 解 的 情形 即 (4.5) 
那样, 与 Z 中 的 素 因子 分 解 的 情形 不 同 . 因为 Fermat 还 没有 达到 考虑 环 ZIV 引 或 
者 “单位 ”之 类 , 所 以 他 的 理解 是 “之 所 以 存在 7= z2 -2g2, 如 7= 32 一 2x12 一 
一 2 x 32 = 27? 一 2 x 19? = … 这 样 的 无 限 多 个 整数 解 , 是 因为 1 = z? - 2y? 存在 
无 限 多 个 整数 解 ”, 并 使 他 导入 了 命题 0.6 中 出 现 的 Pell 方程 的 研究 . 
因此 , 可 以 说 , 数 域 K 的 理想 类 群 还 有 单位 群 揭示 了 Ok 中 数 的 法 则 与 Z 中 
的 法 则 总 体 上 有 多 少 不 同 . 如 果 能 牢 牢 掌握 “哪些 法 则 是 不 同 的 ”( 辟 如 , 甚至 是 在 
84.1 中 起 了 本 质 作 用 的 素 元 分 解法 则 不 成 立 ), 那么 为 了 能 够 对 此 数 域 进行 准确 的 考 
察 , 故而 了 解 理想 类 群 或 者 单位 群 成 为 重要 的 事情 . 这 些 群 的 重要 性 并 不 止 于 此 , 从 
刚才 所 看 到 的 , 理想 类 群 或 者 单位 群 既 与 ¢ 函数 相关 又 与 类 域 论 相关 , 起 着 奇特 的 
作用 . 


(e) 代数 数论 的 两 大 定理 


在 这 里 将 要 介绍 的 两 个 大 定理 是 关于 理想 类 群 和 单位 群 这 两 个 对 于 数 域 来 说 重 
要 的 群 的 两 个 定理 , 即 定理 4.16 及 4.21. 这 些 定理 的 证 明 将 在 86.4 中 给 出 . 


定理 4.16 数 域 的 理想 类 群 是 有 限 群 . 口 
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定义 4.17 称 数 域 的 理想 类 群 的 阶 数 为 该 数 域 的 类 数 (class number). 口 
例 4.18 令 K = Q(V=26). 在 84.3 中 我 们 将 证 明 K 的 类 数 等 于 6. 令 a = 
(3,1+ V-26), c = (2, V—26), 则 
aa = (1+ V-26), ©? = (2), 
于 是 
2Z/3Z.@2/22 3 CI(Q(V 二 56)); 
(m,n) 局 (a 的 类 )™(c 的 类 )". 口 
为 了 叙述 定理 4.21, 有 必要 先 讲 实 位 和 复位 的 定义 . 


定义 4.19 设 K 为 数 域 . 

(1) K 的 实 素 点 是 指 由 K 到 R 的 一 个 域 同 态 . 

(2) K 的 复 素 点 是 指 由 K 到 C 的 域 同 态 o, 并 使 得 o(K) c RR 不成立. 我 们 约 
定 这 样 的 o 与 其 共 罗 5 :天 一 C:zm alz) 为 同一 个 复位 . 口 


命题 4.20 令 数 域 的 实 素 点 个 数 为 ri, 复 素 点 个 数 为 rz, 则 


[K : Q] = "1 +2r2. 


[证 明 ] ”根据 域 论 , 由 K 到 C 的 域 同 态 的 个 数 等 于 [K : Q@], 其 中 其 像 属于 及 
的 有 mi 个 , 不 属于 及 的 有 2r? 个 . 


定理 4.21 (Dirichlet 单位 定理 ) 数 域 的 单位 群 是 有 限 生 成 Abel 群 . 更 详细 
地 说 , 如 果 数 域 KK 的 实 素 点 个 数 为 ri, 复 素 点 个 数 为 rz, 并 令 了 一 mi+rma 一 1, 则 


OX 守 Z9" @ (有 限 循环 群 ). oO 
这 里 所 说 的 “有 限 循环 群 ”部 分 指 的 是 属于 K 的 所 有 单位 根 构成 的 乘法 群 . 
例 4.22 K =Q(V3) 时 ,ri =2, 72 =0, 
Ox SS{+(1+V2) |neZ} Ze2/22. 口 


设 K 为 一 般 的 实 二 次 域 ( 即 二 次 域 Q(Vm), 其 中 的 m 为 正 有 理 数 ), 则 m = 
2, 72 = 0, 并 且 因 K 仅 有 士 1 为 其 单位 根 , 因此 存在 OX 的 元 < 使 得 


OX = {te" |ne2Z)}. 


称 满足 上 面条 件 的 。 为 二 次 域 K 的 基本 单位 (fundamental unit). 例如 , 1+ V3 为 
Q(V3) 的 基本 单位 . 
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例 4.23 K=Q(W3) 时 ,m=1,72=1, 有 
Ox {+(1- Y)" | neZ} Ze02/22. 
但 在 本 书 中 将 不 予 解 说 . 口 
例 4.24 设 有 r+72 一 1=0, 则 只 能 KK=Q@ 或 K 为 虚 二 次 域 ( 即 Q(Vm), 其 
中 m 为 负 的 有 理 数 , 成 立 m = 0, ra = 1). 于 是 ， 
OX 为 有 限 群 人 K = Q 或 者 K 为 虚 二 次 域 . 品 


例 4.25 天 =Q(G) (br 为 7 次 本 原单 位 根 ) 时 , 有 r: = 0, ra = 3, 且 
es a 
ox = 人 (1) 0a) 多 
兰 Z82 @ 2/22 8@2/72. 本 
例 4.26 K=Q(Gr+C7!) 时 ,有 71=3,72=0, 且 
EE Ey RANMANM 
ci) (CE 的) 
2 @ 2/22. 
其 中 的 例 4.22 将 在 后 面 给 予 说 明 . 


应 用 Dirichlet 单位 定理 , 我 们 来 给 出 有 关 Pell 方程 (80.4) 的 命题 , 特别 是 Fermat 
的 命题 0.6 的 证 明 . 

命题 4.27 设 N 为 非 平方 的 自然 数 , 令 Py = {(7z,y) EZxZ|z?- Ny? = 士 ]}， 
Ph ={cy)esPrlz>ly>l 

(1) ZIVN] 的 可 逆 元 全 体 构成 的 乘法 群 Z[VN]x 与 集合 Py 之 间 存 在 满 单 映射 


mneZ,ae z/rz) 


mnez)} 
口 


0: Py 一 ZIVNxi (zy) z+yVN. 


(2) Ph 的 元 中 其 = 分 量 最 小 者 设 为 (zo,yo), 则 (zo,yo) 也 是 PK 中 分 量 最 小 
的 , 而 且 有 
ZIVN]* = {+(zo +yoVN)"| ne 2Z}, 
0(Ph) = {(zo +yoVN)" | n>1}. 
由 这 个 命题 427(2) 知道 , ZIV3x = { 十 (1 + V3)"In eZ}. 原因 在 于 (1,1) e 久 ， 
且 其 = 分量 还 有 y 分 量 显然 都 是 Ph 的 元 中 最 小 的 . 
[命题 4.27 的 证 明 ] 证 明 (1). 由 于 映射 


Ll 


f:ZIVN = 2 
z+yVN (z+yVN)(z ~yVN) = 7 — Ny? (2,y € 2) 
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保持 乘法 运算 , 故 它 把 Z[VR] 的 可 逆 元 映射 到 Z 的 可 逆 元 士 1. 于 是 , 对 于 rz,y eZ 
由 
r+yVN EZIVN]* © 2 — Ny = 十 1. 
从 而 由 此 得 到 (1). 
为 了 证 明 (2) 需要 注意 以 下 的 事实 : 设 4=z+yVN e ZIVN]*X (z,y eZ), 则 


{+u,+u!} = {z+yVN,T —yVN, -z+yVN,—zr —yVN}. 


于 是 , 如 果 ww 关 土 1, 那么 tu, 土 u-! 之 中 只 有 唯一 的 一 个 属于 9(PW). 

现在 应 用 Dirichlet 的 单位 定理 来 证 明 (2)， 首 先 证 明 Z[VN]x 为 无 限 群 . 令 
K = Q(VN). 容易 明白 有 ZIVN] c Ok 以 及 存在 自然 数 m 使 得 mOk c ZIVN]. 
根据 Dirichlet 单位 定理 , OX% 具有 无 限 阶 的 元 u， 我 们 来 证 明 对 于 某 个 n > 1 有 
ur € ZIVN]J*， 因 为 (Ok/mOk)* 是 有 限 群 ,所 以 存在 某 个 n > 1 使 得 ur 在 
(Ok/mOk)* 中 的 像 为 1. 因此 , wu" 一 1, u-" 一 1€ mOk, 于 是 有 ur,u-" € Z[VN], 
从 而 得 到 ur e Z[VN]>. 

那么 , 因为 ZIVN]x 含有 OX 宇 Z @ 2Z/2Z 的 一 个 无 限 子 群 以 及 土 1, 故而 存在 
。 € ZIVN]* 使 得 ZIVN]* = {te" | me Z}. 可 取 +e, +e-! 中 的 某 一 个 代替 =, 使 
得 ee€ 90(Ph). 设 e= z+WVN (x1, 为 自然 数 ). 于 是 ,对 n>2, 令 


(m1 +VN)" =2 +yVN, zy eZ, 7 > zy > 


这 个 (z1,%) 是 Ph 的 元 中 z 分 量 最 小 者 , 也 是 y 分 量 的 最 小 者 , 并 且 


b(PN) = {(z1 + yr VN) |nz1. a 


最 后 , 我 们 来 证 明 Fermat 的 命题 0.6. 


[命题 0.6 的 证 明 ] 由 上 面 所 证 明 的 7 的 像 知道 ,如果 a e ZIVN]jx, 则 f(a?) = 
f(a)? = (十)? = 1. 于 是 , 按照 命题 4.27(1) 的 对 应 , 无 限 集合 {a? | ae ZIVN]*} 所 
对 应 的 Py 的 子 集中 的 元 (z,y) 必定 满足 z2 - Ny? = 1. 因此 , 此 方程 存在 无 限 多 个 
自然 数 解 (z,y). 是 
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知道 一 个 数 域 的 类 数 , 对 于 考察 这 个 数 域 的 数论 是 重要 的 . 在 这 一 节 里 , 我 们 将 
叙述 虚 二 次 域 的 类 数 与 在 第 三 章 中 考察 过 的 《 函数 之 间 的 关系 , 并 利用 此 关系 来 比 
较 简单 地 计算 类 数 . 

设 天 为 虚 二 次 域 ( 即 不 包含 于 R 的 二 次 域 ). K = Q@(Vm), 其 中 mm 为 不 能 被 1 
以 外 的 平方 数 除 尽 的 整数 , 且 m < 0. 
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Im| mm 三 1 mod4 
a 
|4m| m=2,3 mod 4. 


我 们 利用 二 次 剩余 的 互 反 律 对 二 次 剩余 符号 (2 ) 进行 计算 , 知道 存在 唯一 的 Dirich- 
let 特征 

XxX:(Z/NZ)” = {+1} CC”, 
使 得 对 于 不 能 除 尽 m 的 所 有 素数 p 满足 


(4.6) (2) = x(p mod N) 


(参看 第 二 章 的 问题 4). 这 个 x 可 以 像 下 面 那样 具体 地 表达 出 来 . 
对 于 与 N 互 素 的 整数 a, 我 们 有 


x(a mod N) = (HG ): O(a). 


这 里 的 1 遍历 所 有 除 尽 m 的 奇 素数 , 9(a) 如 下 面 那 样 . 

(1) m = 1 mod 4 的 情形 , 9(a) = 1. 

(2) m 三 3 mod 4 的 情形 , 如 果 a 三 1 mod 4, 那么 9(a) = 1, 如 果 a= 3 mod4 
那么 9(a) = 一 

(3) mm 为 偶数 的 情形 , 如 果 a = 11 一 mm mod 8, 那么 9(a) = 1, 若非 如 此 , 则 
b(a) = -1. 
虽然 这 个 x 的 表示 稍微 有 点 复杂 , 但 就 像 将 在 85.2 中 要 说 明 的 那样 , 我 们 有 
KC Q(CN) (bw 为 1 的 NN 次 本 原 根 ), 于 是 使 用 Galois 理论 便 能 够 简单 地 以 复合 
映射 


(Z/NZ)* s Gal(Q(CN)/Q®) S Gal(K/Q) s {+1} c Cx 
( 左 端的 同 构 将 在 85.2 中 给 予 说 明 ,(*) 为 Q(Cn) 的 自 同 构 在 K 上 的 限制 ) 定义 . 


定理 4.28 设 为 虚 二 次 域 ,而 m,N,X 如 上 所 示 . 设 hk 为 KK 的 类 数 , wr 
为 含 于 KK 中 的 单位 根 的 个 数 . 于 是 ， 


VN 


hk = EL(0,x) = L(1,%). 9 


定理 4.28 证 明 将 在 87.5 中 给 出 . 


问题 4 证 明 wk 当天 = Q(V-1) 时 为 4 当天 = Q(V=3) 时 为 6, K 为 其 他 的 虚 二 次 
域 时 为 2. 


根据 推论 3.21, 有 
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推论 4.29 设 KK,m,N 如 上 所 示 , 则 
es > 口 
二 二 To) 

称 定理 4.28, 推论 4.29 为 虚 二 次 域 的 类 数 公 式 (class number formula). 运用 虚 
二 次 域 的 类 数 公 式 我 们 来 试 着 计算 几 个 虚 二 次 域 的 类 数 . 

例 4.30 K=Q(vV-D). 

WK =4, N=4X:(Z/4Z)x 一 Cx 为 X(1 mod 4)=1, x(3 mod 4) = 一 

. 按照 推论 4.29, 有 


4 


7 和 ax = -$9=1. 0 


hk = 一 


二 1 
另外 , 运用 定理 4.28 则 有 


wa 4x2 


hx = EL = Lb) = LX). 


于 是 , Leibniz 公式 


We WE 
WT 


表示 了 hx = 1 这 个 事实 . 
想到 Leibniz 公式 与 Q(V-1) 的 类 数 等 于 1 有 关 的 确 有 一 种 不 可 思议 的 感觉 . 
这 是 “ 函数 特殊 值 的 第 三 个 奇特 之 处 ”的 进入 口 . 


例 4.31 K=Q(vV-3). 
UK 一 6,N=3,X:(Z/3Z)x 一 Cx 为 X(1 mod 3)=1, x(2 mod 3)=— 
根据 推论 4.29， 


3 
6 
h, =-2 a 二 一 粒 . 寺 对 地 ,里 
K 3x32 0 (1-2)=1 口 


另外 , 应 用 定理 4.28, 有 


3V3 


hx = TE LW) = Lx). 


因此 , Euler 公式 L(1,x) = Ea 表明 Q(V-3) 的 类 数 等 于 1. 
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2 


另外 , 即便 不 能 确切 地 L(x) = 了 ,也 有 可 能 由 上 而 的 hxc = 3 .ZGX) 
得 出 hk = 1. 这 是 因为 , 根据 
LO =1-3+3-3+. < 
有 
3V3 3V3 


hr = LX) < < 
由 于 hx 是 自然 数 , 故而 得 到 了 hx = 1 如 此 一 来 , 从 虚 二 次 域 的 类 数 公式 hi 二 
x 2 一 0 X) 出 发 , 如 果 对 L(1,) 进行 某 种 程度 的 近似 计算 ( 因 hx 为 自然 数 ), 有 
六 二 未 


例 4.32 K = Q(v 二 256). 
wk 二 2, NN = 4 x 26 = 104, 对 于 与 104 互 素 的 整数 a, 利用 命题 2.8 (3) 证 明 中 
对 ( 千 ) 的 计算 知道 , 在 mod 104 下 , a 同 余 于 
1,3,5,7,9, 15, 17, 21, 25, 27, 31, 35, 37, 
43, 45, 47, 49, 51, 63, 71, 75, 81, 85, 93 


时 , 也 只 在 此 时 x(a) = 1. 由 此 经 计算 得 到 Std) 二 一 624. 于 是 
a=1 
hg = -io x (—624) = 6. 品 
问题 5 ”运用 虚 二 次 域 的 类 数 公式 求 Q(V-=3), Q(V-5), Q(V 二 6), Q(V=10) 的 类 数 . 
类 数 为 1 的 虚 二 次 域 只 有 
QV-D,QV-2,Q(V-3, Q(V-7), Q(V=1I)， 
Q(V-19), Q(V-45), Q(V=67), Q(V -163) 


这 九 个 . 这 是 在 1967 年 由 Baker 和 Stark 所 证 明 的 . Gauss 猜想 类 数 为 1 的 实 二 次 
域 有 无 限 多 个 , 迄今 为 止 也 不 知道 其 正确 与 否 . 


84.4 ”Fermat 大 定理 与 Kummer 


Fermat 大 定理 是 要 对 一 般 的 n 证 明 

“如 果 冯 > 3, 则 zr 二 yr = z" 的 整数 解 z,y,z 满足 zyz = 0” 

只 需 对 于 = 4 和 奇 素数 的 情形 证 明 就 够 了 . 其 原因 在 于 , 若 取 m 为 满足 大 定理 的 
2 并 设 n=m: a 的 倍数 ; 车 z"+y" = z" 成 立 , 则 因为 (z")"+(y")™ = (zr)m， 
从 而 得 到 zyz = 
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由 于 对 大 定理 的 n = 4 情形 在 第 一 章 中 、 而 n = 3 的 情形 在 本 章 84.1 中 已 给 
出 了 证 明 , 故 在 此 我 们 只 考虑 ”为 大 于 等 于 5 的 素数 p 的 情形 . 从 Kummer 以 来 
问题 便 被 分 成 了 两 种 情形 来 考察 , 即 z,y, z 都 不 被 p 除 尽 的 情形 (第 一 种 情形 ) 和 
z,y,z 中 的 一 个 被 p 除 尽 的 情形 (第 二 种 情形 ). Kummer 在 Q(G) 的 类 数 不 被 p 除 
尽 的 假设 下 , 证 明了 n =p 情形 的 Fermat 大 定理 . 我 们 在 这 里 介绍 在 第 一 种 情形 下 
Kummer 的 证 明 . 


(a) 第 一 种 情形 时 的 证 明 


命题 4.33 设 p 为 不 小 于 5 的 素数 ,并 假设 Q(C) 的 类 数 不 被 p 除 尽 . 取 不 被 
Pp 除 尽 的 整数 z,y,zEZ, 则 它们 不 满足 方程 


+P = 2?. 口 


不 同 于 在 84.1 中 考察 za +y = 23 时 的 Q(Ga), 在 这 些 Q(p) 之 中 很 多 都 是 不 
成 立 素 元 分 解法 则 的 (实际 上 已 经 知道 如 果 2 为 不 小 于 23 的 素数 , 则 Q(Cp) 的 类 数 
不 等 于 1). 在 这 里 我 们 遇 到 了 难点 . 在 下 面 命题 4.33 的 证 明 中 , 我 们 将 用 考察 理想 
类 群 以 及 单位 群 的 办 法 以 克服 那些 困难 . 理想 类 群 在 命题 4.33 的 假设 中 以 “类 数 ” 
的 形式 出 现 , 而 单位 群 则 在 证 明 中 起 了 重要 的 作用 (参看 后 面 出 现 的 引 理 4.36). 在 
84.1 中 使 用 素 分 解 所 证 明 的 引 理 4.2 在 这 里 为 下 面 的 引 理 所 代替 . 


引 理 4.34 设 天 为 数 域 , a1,… ,ar,b 为 OK 的 非 零 理想 , 上 为 自然 数 ， 设 
ail…Qar = b*, 并 且 还 假定 i 关 j 时 ai 与 aj 互 素 (就 是 说 , 不 存在 Ok 中 能 同时 
除 尽 ai 与 oj 的 非 零 素 理想 ). 此 时 , 对 于 每 个 i, 存在 Ok 的 非 零 素 理想 bi 使 得 
ai=bt. 口 

如 果 考虑 a1,… ,ar,b 的 素 理想 分 解 中 Ok 的 各 个 素 理想 出 现 的 次 数 的 话 , 此 
引 理 便 能 得 到 证 明 . 这 与 引 理 1.7 能 够 使 用 素 因 子 分 解 , 引 理 4.2 使 用 素 元 分 解 来 证 
明 是 一 样 的 . 

下 面 引 理 4.35 的 证 明 将 不 在 这 里 给 出 (在 86.3 中 给 出 ). 

引 理 4.35 设 p 为 素数 , 并 记 Gp 为 5, 记 Q(5) 的 整数 环 为 4. 则 

(4=2Z[9. 

(2) [Q(C :QI =p 一 1 ( 左 端 为 域 的 扩张 次 数 ). 

(3) 属于 Q(C) 的 单位 根 只 有 土 (1 的 p 次 根 ). 

(4) (1 一 0) 为 4 的 素 理想 , (p) = (1 一 C)?-! 为 在 A 中 (p) 的 素 理想 分 解 . 

(5) 对 于 1<igp-1,(1-C)=(1-0). | 

[命题 4.33 的 证 明 ] 沿用 引 理 4.35 的 符号 6, 4. 假设 (z,y,z) 为 z?+y? = z7 
的 整数 解 , 且 p+zyz, 我 们 将 由 此 导出 矛盾 . 由 于 可 以 预先 把 (z,y, z) 的 最 大 公约 数 
消除 , 所 以 只 要 假设 (z,y, >) 的 最 大 公约 数 为 1 就 可 以 了 . 根据 方程 zz 十 如 = z? 知 
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道 , z,y,z 中 任 两 个 的 公共 因子 也 能 够 除 尽 第 三 个 , 故而 z,y > 是 两 两 互 素 的 . 将 如 
移 项 , 根据 在 4 = Z[] 中 的 分 解 , 我 们 得 到 


p-1 


(4.7) z= [cy). 


i=0 
利用 类 数 不 被 p 除 尽 的 假定 , 我 们 来 证 明 存 在 满足 
(4.8) z—Cy=u:ar 


的 4 的 可 逆 元 v 以 及 4 的 元 a. 为 此 , 我 们 先 证 明 (4.7) 右 端 所 出 现 的 理想 (> 
biy) (0 < i<p 一 1) 是 两 两 互 素 的 . 

令 0<i<j<ksp-1l 并 设 p 为 4 的 非 零 素 理想 , 且 它 同时 除 尽 (z -ciy) 与 
(2z-6i9). 由 z-Ciy,z-CyeEp 知 (GiGi)y, (Ci-0i)z ep, 故 而 有 Ci(1-C1-i)(y,z) C 
2. 因为 y,z 互 素 , 于 是 (y,z) = (1), 根据 引 理 4.35(5), 有 (1 一 C1) = (1 -0), 而 又 
由 于 (1 一 0) 为 素 理想 ( 引 理 4,35(4)), 故 (1 一 ¢) = p. 那么 , 从 (4.7) 得 知 zz e p, 从 
而 zep. 由 于 pn2Z= (p), 故 plz, 这 与 假定 ptzyz 相悖. 

因此 , 根据 引 理 4.34 知道 , 理想 (z -Ciy) (0 < i < p 一 1) 为 4 的 某 个 理想 bi 的 
Dp 次 寡 . 

令 (z 一 Cy) = oz, 则 a 在 C1(4) 中 的 类 在 做 次 蹇 后 为 单位 . 由 于 C1(4) 是 其 
阶 不 被 p 除 尽 的 群 , 故 在 C1(4) 中 取 p 次 短 后 为 单位 的 元 必 是 单位 本 身 . 因此 , a 为 
主 理想 . 设 a 的 生成 元 为 a, 则 (z - Cy)a-? e 4x. (4.8) 得 证 . 

在 向 前 走 之 前 , 我 们 先 证 明 可 以 假定 y 关 -> mod p. 倘若 y 三 一 z modp; 则 
进行 替换 zi = --z, z1 = 一 z. 于 是 成 立 z9 + yP = 2?. 如 果 证 明了 y 关 一 z1 modp 
就 可 以 了 . 假设 并 非 如 此 , 那么 因为 > = y = -> mod p, 代入 zz + yr = z? 便 得 到 
2z 三 一 z?7 mod p. 由 于 p 关 3, 故 z= 三 0 mod p, 这 与 假设 矛盾 . 

为 了 由 (4.8) 导出 矛盾 , 我 们 要 使 用 下 面 的 引 理 4.36, 4.37. 


引 理 4.36 设 p 为 奇 素数 ,C， 4 同 于 引 理 4.35 中 所 设 ,7 :Q(C)  Q(C) 为 取 复 
共 孝 的 映射 , 令 B={aeA|7(a)=a), pp={C|0<igp 一 1}, 则 


A = pp XB*. 口 
这 个 引 理 将 用 Dirichlet 单位 定理 在 后 面 来 证 明 . 
引 理 4.37 将 7 所 诱导 的 可 = 4/p4 自 同 构 仍 以 7 表示 , 并 令 百 二 {aeA: 
T(a) = aj}, 则 
(D 所在 F。 上 的 基底 由 {Ci | 1<i<p 一 1} 给 出 . 
(2) 百 在 F, 上 的 基底 由 {Ci 二 Ci |1<i< 三:} 给 出 . 
(3) = {a? eA|ae A} 与 F, 相同 并 包含 于 巨 中 . 口 
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如 果 我 们 承认 引 理 4.36, 4.37, 那么 便 能 证 明 从 (4.8) 可 以 导出 矛盾 . 首先 , 根据 
引 理 4.36 知道 , 存在 6 jp, ve Bx 使 得 w= Cw 成立. 因 有 w mod pA e 5, 又 由 
引 理 4.37(3) 知 ap mod pA E 互 , 故而 6 -1(z -Cy) mod pA = vap mod p4e 万 . 按 
5' 的 情形 分 别 考虑 . 在 下 面 的 书写 中 我 们 省 略 了 mod pA. 

(一 ) 6 = 1 时 , z 一 Cy eB. 由 ze€ 太 得 到 yc eB. 根据 引 理 4.37(1),(2), 得 到 
y 三 0 mod p, 与 假设 矛盾 . 

(二 ) 6 =6 时 , zC-!1-ye .由 ye 5, 有 zC-! eB. 根据 引 理 4.37(1),(2) 得 
到 z 三 0 mod p, 又 与 假设 矛盾 . 

(三 ) 0 关 1,¢ 时 , zx 一 %6-LE 互 根据 引 理 4.37(1),(2) 得 到 C=cc 1, 故 
y 三 一 z mod p. 这 与 在 证 明 中 间 得 到 的 假定 相悖 . 

于 是 , 在 承认 引 理 4.36, 4.37 的 情形 下 , 我 们 的 目标 命题 4.33 已 得 证 . 
下 面 , 我 们 来 证 明 引 理 4.36 和 4.37. 先 证 引 理 4.37. 


[ 引 理 4.37 的 证 明 ] 根据 引 理 4.35 (1),(2) 以 及 1+(C+…:+C-1=04 在 了 
上 的 基底 可 取 为 {Ci | 1 < i < p 一 1}. 因此 甩 = 4/p4 在 F, 上 的 基底 同样 可 取 为 
{Ci |1<igp 一 1}. 于 是 (1) 得 证 . 因为 + 把 Ci 变 到 5 故 由 (1) 得 到 (2). 


p—1 
证 明 (3). 取 a = & 有 A, ai € Fp. 像 在 有 那样 的 p 等 于 0 的 交换 环 上 , 其 


了 次 寡 映 射 保持 加 法 和 乘法 , 故而 az = 3 E Fp. 因此 = Fp. 其 他 的 断言 是 显 


见 的 . 有 


[ 引 理 4.36 的 证 明 ] 只 要 能 证 明 自然 映射 yw, 一 4x/Bx 是 同 构 就 可 以 了 . 考虑 
群 同 态 1 : 4x 一 4x : f(a) = a/r(a). 它 的 核 {a se 4x | a = r(a)} 等 于 Bx, 从 而 
像 f(4*) 与 4x/Bx 同 构 . 另 一 方面 , f 在 如 上 的 限制 是 个 2 次 宕 映射 jv 一 jp， 
从 而 是 到 wp 上 的 同 构 . 那么 , 只 要 证 明 j(4x) 等 于 JU) = po 就 好 了 . 

我 们 从 证 明 f(A4*) 是 有 限 集 着 手 . 为 此 , 只 要 证 明 Bx c 4x 具有 有 限 指数 即 
可 , 就 是 说 证 明 4x 与 Bx 作为 有 限 生 成 Abel 群 的 秩 ( 当 群 ~ Zer@ (有 限 Abel 群 ) 
时 , 称 7 为 其 秩 ) 相等 . 令 


K={aeQ() |7(o) =a}=Q(C+0), 
B 为 K 的 整数 环 .我 们 现在 使 用 各 证 浊 于 时 于 A*，BX 的 秩 . 首先 , Q(¢) 


没有 实 素 点 , 而 复 素 点 的 个 数 为 SQ : Q= . 因此 根据 Dirichlet 四 
知 4x 的 秩 为 2 一 1 一 1. 另外 , K Ct Ri 其 安家 点 的 个 雪 为 [Kk:Q= 

根据 Dirichlet 单位 定理 Bx 的 秩 等 于 2 一 - 1. 于 是 像 f(4*) 兰 hx/Bx 的 有 限 
性 得 到 了 证 明 . 


如 此 一 来 , 像 f(4*) 便 由 Q(G) 内 1 的 寡 根 组 成 由 引 理 4.35(3) 知道 , 属于 
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Q(9) 的 1 的 索 根 全 体 为 {Ci | 0 < i < p 一 1}. 因为 我 们 已 经 看 到 jc f(4*), 所 
以 要 有 jw, = f(4*) 只 需 证 明 -1 天 f(4*) 即 可 . 为 此 我 们 只 要 从 假设 we 4x 且 
7(a) = -Qa 得 到 矛盾 就 可 以 了 . 根据 引 理 4.35(5) 知 , 保持 理想 (6 - 1) 不 变 , 由 
于 4/(C-DS 兰 Fr, 故 r 在 4/(5 一 1) 上 诱导 的 作用 为 恒 同 映射 . 这 与 7(a) = -a 
mod (¢ 一 1) 矛盾 . n 


(b) Kummer 判别 法 


在 Kummer 的 工作 中 出 现 的 假设 “p 不 能 除 尽 Q(G) 的 类 数 ”, 到 底 对 哪些 素数 
了 成 立 呢 ? Kummer 将 这 个 问题 与 5 函数 的 值 挂 上 了 钩 , 他 证 明了 被 称 做 Kummer 
判别 法 (Kummer's criterion) 的 下 面 的 定理 . 

“ 设 p 为 素数 , 则 下 面 的 (i), (ij), (过 ) 等 价 . 

(i) p 不 除 尽 Q(G) 的 类 数 . 

(i) 对 于 所 有 的 负 奇 数 m, 当 将 C(m) 表示 为 既 约 分 数 时 , 其 分 子 不 被 p 除 尽 . 

(i) 对 于 满足 |m| < p 一 4 的 所 有 负 奇 数 m, 当 将 C(m) 表示 为 既 约 分 数 时 , 其 
分 子 不 被 p 除 尽 .” 

根据 在 $3.3 中 介绍 过 的 5(m) 与 6(1 一 m) 之 间 的 关系 知道 , 上 面 的 ( 疝 ) 与 下 面 
的 (证 )' 等 价 . 

(四 ) 对 于 不 大 于 p 一 3 的 所 有 正 的 偶数 7, 将 有 理 数 5(r)r-” 表示 为 既 约 分 数 
时 , 其 分 子 不 被 p 除 尽 . 

我 们 以 例 3.23 来 试行 确定 一 下 条 件 (ii), 由 此 定理 , 对 不 大 于 17 的 全 部 素数 p 
都 满足 “p 不 除 尽 Q(G) 的 类 数 ” 的 条 件 , 而 691 则 可 除 尽 Q(Ceg1) 的 类 数 . 

在 这 个 Kummer 判别 法 中 所 见 到 的 ¢ 函数 的 值 与 理想 类 群 之 间 的 关系 发 展 成 
了 将 在 《数论 I》 中 要 讲解 的 岩 泽 (Iwasawa) 理论 . 


小 结 


4.1 称 有 理 数 域 的 有 限 扩 域 为 数 域 . 从 有 理 数 域 出 发 拓展 到 数 域 的 考察 被 称 为 
“代数 数论 ”的 强 有 力 的 方法 . 

4.2 ， 像 在 有 理 数 域 中 有 整数 环 那样 , 在 数 域 K 中 可 定义 被 称 做 “K 的 整数 环 ” 
的 环 Ok. 在 Ok 中 “ 数 的 素 元 唯一 分 解 ”不 再 成 立 , 取而代之 的 则 成 立 “理想 的 素 
理想 唯一 分 解 ”. 

4.3 对 于 数 域 , 我 们 定义 了 它 的 理想 类 群 和 单位 群 这 两 个 重要 的 群 . 它们 是 表 
示 “ 数 与 理想 之 间 的 差别 的 大 小 程度 ”的 群 . 对 于 这 些 群 有 “理想 类 群 为 有 限 群 的 
重要 定理 , 以 及 关于 单位 群 大 小 的 “Dirichlet 单位 定理 ” 的 重要 定理 . 

4.4 这 些 群 与 5 函数 之 间 有 着 关联 , 在 这 一 章 中 介绍 了 虚 二 次 域 的 理想 类 群 和 
5 函数 之 间 的 关系 ( 虚 二 次 域 的 类 数 公式 ). 


习题 


4.1 对 于 素数 p, 利用 Q(V=7) 的 类 数 为 1 的 事实 证 明 下 面 的 (i), (i) 等 价 . 

(i) 存在 满足 p = z2 + zy + 2y? 的 整数 zx,y. 

(ip 三 1,2,4 mod 7 或 者 p=2,7. 

4.2” 设 n 为 自然 数 . 证 明 下 面 的 (i), ( 等 价 . 

人 存在 满足 n = z2 + y 的 整数 z,y. 

(ij) 对 于 除 以 4 余 3 的 所 有 素数 p, ordp(n) 为 偶数 . 

4.3 设 p 为 除 以 4 余 1 的 素数 , ” 为 自然 数 , 在 三 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 中 ， 
证 明 除去 全 等 的 三 角形 外 , 存在 唯一 一 个 斜 边 长 为 p", 而 且 三 边 长 的 最 大 公约 数 为 
1 的 三 角形 . 

4.4 证 明 Q(V3) 的 单位 群 为 { 土 (2 十 V3)" | n € Z} 

4.5 设 ab 为 Dedekind 环 4 的 分 式 理想 (参看 附录 8A.2), 并 设 其 素 理想 分 


解 为 
a= IIz"， b= TI»”: 
p Pp 
(这 里 的 p 遍历 4 的 非 零 素 理想 , ap, bp 为 整数 , 除去 有 限 个 p 外 全 都 有 ap = bp = 
0). 证 明 , 如 果 令 cp = max(ap, bp), dp = min(ap, bp), 则 对 于 4 的 分 式 理想 anb 和 
a+b={z+y:zea,yebl 具有 素 理想 分 解 


anNnb=I[]r”,a+6b=IIp” 
p 卫 


(参看 8A.2). 

4.6 利用 Q(V=5) 的 类 数 2 不 被 3 除 尽 的 事实 证 明 y? = z3 -- 20 的 自然 数 解 
只 有 (z,y) = (6,14) (根据 在 84.4 中 使 用 Q(Gp) 的 类 数 不 被 p 除 尽 的 假定 时 的 同样 
方法 ). 
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第 五 章 “” 何谓 类 域 论 


在 第 零 章 中 , 我 们 介绍 了 Fermat 的 “ 除 以 4 余 1 的 素数 具有 z? +y? (z,yeZ) 
的 形式 ”等 等 命题 开启 了 类 域 论 的 序幕 . 类 域 论 是 以 这 些 Fermat 的 命题 以 及 Gauss 
二 次 剩余 的 互 反 律 (82.2 定理 2.2) 作为 登山 口 而 达到 数论 的 一 个 山顶 . 

类 域 论 将 在 第 八 章 中 才 正 式 进行 论述 , 所 以 在 本 章 中 没有 太 多 的 必要 作 形 式 上 
的 准备 , 而 是 以 例子 为 中 心 讲述 类 域 论 是 怎么 一 回 事 . 

在 85.1 中 , 我 们 将 介绍 在 类 域 论 背后 所 产生 的 现象 的 例子 但 不 给 出 证 明 , 想 让 
读者 以 轻松 的 心情 姚 望 一 下 所 出 现 的 如 此 不 可 思议 的 现象 . 在 85.2 中 , 将 讲述 类 域 
论 中 与 分 圆 域 和 二 次 域 有 关 的 内 容 . 然后 站 在 这 样 的 观点 给 出 二 次 剩余 的 互 反 律 的 
证 明 . 85.3 则 讲 了 类 域 论 大 体 的 情形 . 

代数 数论 中 出 现 的 现象 , 有 些 出 现在 一 般 的 域 论 和 环 论 中 , 但 有 些 则 没有 . 譬如 ， 
数 域 的 整数 环 中 成 立 唯一 的 素 理想 分 解 等 重要 的 性 质 在 一 般 的 Dedekind 环 中 也 有 ， 
这 包含 在 一 般 环 论 的 内 容 之 中 . 相反 地 , 在 整数 环 中 存在 的 二 次 剩余 互 反 律 却 在 一 
般 的 环 中 没有 . 类 域 论 及 在 第 七 章 将 讲述 的 《 函数 , 仅 在 数 域 中 存在 而 在 一 般 的 域 
中 则 没有 . 所 说 的 这 些 地 方才 是 数论 的 本 质 , 是 其 精华 所 在 . 


85.1 类 域 论 的 现象 的 例子 


(a) 回顾 


据 第 零 章 中 的 介绍 , Fermat 发 现 了 下 面 的 一 些 现 象 . 对 于 素数 p 2, 我 们 有 
存在 满足 p= z2?+ 包 的 zyEZ 人 p=1 mod 4 
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存在 满足 p=z?+2y? 的 z,yeZ 人 p=1,3 mod8 

存在 满足 p=z? 一 2y? 的 x,y eZ 名 p=1,7 mod 8. 
对 于 素数 p 承 3, 我 们 有 

存在 满足 p=z?+3y? 的 z,yeZ 人 p=1 mod 3. 

根据 这 些 现象 并 考虑 84.1 中 所 说 的 , 有 


5=22+12=(2+V-1)(2— vV-7), 
ll=2+2xD=(3+V-D(— va). 


根据 对 此 进行 的 考虑 , 我 们 便 能 够 抓 住 “在 二 次 域 Q(V=T), Q@(V=3), Q(V3),Q(V=3) 


的 整数 环 中 , 素数 p 分 解 为 素 元 乘积 的 情形 各 自 按照 p mod 4, p mod 8, p mod 8， 
Dp mod 3 来 决定 ”这 种 现象 . 由 在 84.1 中 证 明 过 的 事实 得 到 了 下 面 的 表 5.1. 
表 5.1 _Q(V 汪 了 ),Q(V-3),Q(V3),Q(V=3) 中 的 素数 p 分 解 
分 解 满足 p = ap,a, 6 为 素 元 ， 成 为 素 元 满足 p= a?x 可 逆 元 ， 

要 (中 (全 的 素数 er < 为 素 元 的 

Q(v-D) p=1mod4 p=3 mod4 p=2 

Q(v-3) We p=1,3 mod8 p=5,7 mod8 p=2 

Q(V3) p=1,7 mod8 p=3,5 mod8 p=2 

Q(vV-3) p=1mod3 p=2 mod3 p=3 


在 表 5.1 中 出 现 的 现象 , 就 像 本 章 要 说 明 的 那样 , 构成 了 类 域 论 的 部 分 现象 . 在 
此 表 中 出 现 的 mod 4，mod 8，mod 3, 以 及 在 类 域 论 中 由 p mod 7 或 p mod 20 而 
决定 素数 p 的 分 解 的 域 等 等 , 这 些 具有 形形色色 的 分 解法 则 的 域 都 出 现 了 ( 表 5.2— 
表 5.6). 还 有 , 二 次 剩余 的 互 反 律 (82.2 定理 2.2) 也 是 类 域 论 中 的 一 种 现象. 在 85.1 
中 我 们 可 以 看 到 类 域 论 的 这 些 现象 的 实例 . 


(b) 二 次 域 中 的 素数 分 解 


在 一 般 的 二 次 域 中 , 素数 该 如 何 进行 分 解 呢 ? 在 上 面 的 (a) 小 节 中 出 现 的 二 次 
域 Q(V-D,Q(V-3),Q(V3),Q(vV=3) 的 每 一 个 的 类 数 都 为 1, 这 样 的 域 的 整数 环 是 
唯一 分 解 整 环 , 因此 素数 可 唯一 地 表示 为 这 个 环 的 素 元 的 积 . 

但 是 , 譬如 Q(V-5) 或 Q(V=6) 的 类 数 为 2, 则 在 它们 的 整数 环 2Z[V= 引 ,Z[V=6| 
中 , 素数 不 一 定 能 表示 为 素 元 的 积 . 如 同 在 84.2 所 说 , 在 数 域 的 整数 环 中 , 代替 素 元 
分 解 , 我 们 不 得 不 考虑 取 “ 唯 一 的 素 理想 分 解 ", 因此 在 各 种 二 次 域 的 整数 环 中 , 对 于 
素数 p 我 们 考虑 理想 (p) 的 素 理想 分 解 , 这 便 是 表 5.2 中 的 现象 
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表 5.2 _ 在 各 种 二 次 域 中 素数 p 的 分 解 


分 解 | (p) = pq, 为 使 p,q 为 素 理 想 (p) 为 素 理想 的 p 四 = 瑟 , 为 使 
域 Pz#9q 的 p 为 素 理想 的 p 
Qv3) p=1,11 mod 12 了 三 5,7 mod 12 2 
Q(V5) p=1,4 mod5 p=2,3 mod 5 5 
QVE5) p=1,3,7,9 mod 20 p11,13,17,19 mod 20 2,5 
Q(V6) 卫 三 1,5,13, 19 mod 24 p=7,11,13,17 mod 24 Fx 
Q(V=6) p=1,5,7,11 mod 24 p=13,17,19,23 mod 24 2,3 
Q(vV-15) p=1,2,4,8 mod 15 了 三 7,11,13,14 mod 15 3,5 


以 Q@(V-=5) 为 例 , 譬如 41,3,7,29 分 别 为 使 = 1,3,7,9 mod 20 成 立 的 素数 , 在 
Z[V= 引 中 有 如 下 的 素 理想 分 解 : 
(41) = (6 + V=5)(6 — V-—5), (3) = (3,1+ V—5)(3,1— V 二 5)， 
(7) = (7,4+ V-5)(7,4— V-5), (29) = (3 十 2V 二 5)(3 — 2V 二 5). 
另外 , 2.5 在 Z[V= 引 中 有 
(2) = (2,1+ V-5)?, (5) = (V-5)? 


这 样 的 素 理想 分 解 . 
再 举 Q(V-6) 的 例子 .73, 5,7,11 各 为 使 = 1,5,7,11 mod 24 成 立 的 素数 , 在 
2Z[V=6] 中 有 如 下 的 素 理想 分 解 : 


(73) = (7+2V-6)(7 — 2V-6), (5) = (5,2+ V-6)(5,2 - V-6), 
(7)=(L+V=6(- V=6), (11) = (11,4+ V-6)(11,4— V=6). 
再 者 , 2,3 在 Z[V=6] 中 被 素 理想 分 解 为 
(2) = (2,V=6)2，(3) = (3, V-6). 


表 5.2 所 表现 出 的 现象 成 为 后 面 的 定理 5.15. 

在 二 次 域 中 的 素数 分 解 与 后 面 所 说 的 事实 有 关 : 对 于 素数 p 地 2,5, 在 Z[V= 引 
中 (p) 被 分 解 为 两 个 不 同 的 素 理想 的 乘积 等 价 于 存在 满足 a? = -5 mod p 的 整数 a， 
即 p 成 为 形 如 a? + 5 (a 为 整数 ) 的 数 的 素 因子 (根据 后 面 的 引 理 5.19). 因此 , 如 果 
有 使 a? = -5 mod p 成 立 的 整数 a, 对 于 这 个 w 


O) = (p,a+ Vm (pa — Vm) 


便 是 (p) 在 ZIV 友 中 的 素 理想 分 解 . 璧 如 , 因为 1? = -5 mod 3, 故 产生 出 先前 所 写 
出 过 的 (3) 的 素 分 解 (3) = (3,1+V-5)(3, 1 V5). 


:114 第 五 章 “何谓 类 域 论 


那么 , 素数 p 是 否 是 某 个 给 定 的 多 项 式 (如 a? + 5 这 样 ) 表 出 的 数 的 素 因子 的 
问题 (参看 (f) 小 节 ), 或 者 , 素数 是 否 是 诸如 z2 +y? 这 种 形式 (参看 (g) 小 节 ) 等 等 
问题 , 初 看 起 来 似乎 是 些 与 数 域 没 有 什么 关系 的 问题 , 然而 却 与 在 数 域 中 素数 的 分 解 
方式 相关 , 而 这 些 分 解 的 方法 还 表现 为 表 5.1 或 者 表 5.2 那样 奇怪 的 规则 (类 域 论 ). 

问题 1 证 明 Z[V= 引 中 理想 间 的 等 式 (3) = (3,1 + V=5)(3,1 - V=5), 以 及 Z[V-6] 中 
理想 间 的 等 式 (5) = (5,2 十 V-6)(5,2 一 V-6).( 提 示 : 当 理想 了 由 ai (1 < i < m) 生成 , 理想 J 
由 记 (1 < j < n) 生成 时 , 理想 TJ 则 由 aiBj (1 < i< m, 1 < j < n) 生成 , 可 利用 此 事实 .) 

问题 2 应 用 3 = z? + 5%2 以 及 5 = z? + 6%2 不 具有 整数 解 的 事实 证 明 , 上 面 所 表 出 的 
Z[V- 引 的 理想 (3,1 + V5) 以 及 Z[V=6] 的 理想 (5,2 + V6) 不 是 主 理想 . 


(c) 分 歧 , 非 分 岐 , 完全 分 解 


类 域 论 不 仅仅 以 二 次 域 即 有 理 数 域 Q@ 的 二 次 扩 域 为 考察 对 象 , 而 是 要 考察 各 种 
各 样 的 数 域 的 各 种 扩张 . 为 此 我 们 要 作 些 准备 . 

设 K 为 数 域 , 工 为 其 有 限 扩张 . 迄今 我 们 所 考察 的 是 K = Q, 工 为 二 次 域 的 情 
形 , 现在 要 考虑 将 其 一 般 化 . 迄今 我 们 所 考虑 的 是 素数 在 二 次 域 是 如 何 分 解 的 , 一 般 
地 , 了 解 K 的 整数 环 Ok 的 非 零 素 理想 (为 简便 起 见 , 常常 简称 其 为 “K 的 素 理想 ”) 
在 工 中 如 何 分 解 是 件 极其 重要 的 事 . 为 此 我 们 要 引入 关于 这 个 分 解 情形 的 术语 “分 
歧 , 非 分 歧 , 完全 分 解 ”. 

设 p 为 Ok 的 非 零 素 理想 , OLp (也 写作 pOr) 为 p 在 Or 中 生成 的 理想 . OLp 
可 表示 为 


(5.1) Orp= gq? .gy 
(q1,… ,qg 为 Or 的 互 不 相同 的 非 零 素 理想 , e; > 1) 的 形式 . 

定义 5.1 当 el=…=eg=1 时 , 称 p 在 工 中 非 分 层 (unramified). 不 是 非 分 
歧 , 即 对 于 某 个 i 有 e; > 2 时 , 称 p 在 工 中 分 歧 (ramified). 口 


例如 , K = Q@Q, 工 =Q(V=T) 时 , 在 工 中 分 歧 的 2 的 非 零 素 理想 只 有 2Z. 

为 了 看 出 考虑 分 歧 这 件 事 的 重要 性 , 譬如 V5 4 Q(WY5, Y5, V7) 这 个 断言 当 考虑 
分 歧 时 便 能 立即 明白 , 我 们 来 叙述 此 事 . 在 含有 V5 的 域 中 5Z 为 分 歧 .( 这 是 因为 ， 
设 在 此 工 中 (V 引 = gP…g2", 则 (5) = gq2"…g2".) 然而 根据 下 面 的 命题 5.2, 5Z 
在 Q(Y2, YW3, V7) 非 分 歧 . 

命题 5.2 设 天 为 数 域 , al ,am 为 Ok 中 的 元 , n1,… ,nm 之 1 为 自然 
数 , 工 = KK(ai,… ,Qum), 其 中 as 为 ai 的 ni 次 辕 根 . 取 p 为 KK 的 素 理想 , 并 设 
ai gp, nigp(l1<igm), 则 p 在 工 中 为 非 分 歧 . 口 

(上 面 的 例子 即 是 K = Q, L = Q(Y3, Y3, V7), 2,3,7,4,6 #4 p = 5Z 的 情形 .) 

命题 5.2 的 证 明 可 在 例 6.40 中 见 到 . 
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下 面 来 说 明 关于 完全 分 解 的 事 . 一 般 地 , 对 于 (5.1) 有 
(5.2) 六 ei<[L:K]. 
i=1 


([ : K] 为 域 的 扩张 次 数 .) 因此 , 特别 地 , 由 此 知道 有 g < [5 : K]. (在 86.3 中 将 证 
明 比 (5.2) 还 要 更 加 精细 的 公式 (命题 6.22).) 


定义 5.3 当 Orp 分 解 为 Oz 中 [L : K] 个 互 不 相同 的 非 零 素 理想 的 乘积 时 , 即 
g = [L: K] 时 , 则 称 p 在 工 中 为 完全 分 解 . 0 


若 完全 分 解 , 则 非 分 歧 . 

在 K = Q@ 的 情形 , 对 于 素数 p, pZ 在 工 中 为 分 歧 、 非 分 歧 、 完 全 分 解 可 说 成 p 
在 工 中 分 别 是 分 歧 、 非 分 歧 、 完 全 分 解 . 

了 解 哪些 是 完全 分 解 的 素 理想 其 重要 性 不 亚 于 考虑 分 歧 的 素 理想 . 

从 表 5.1,5.2 可 以 得 到 关于 在 二 次 域 中 哪些 素数 是 完全 分 解 的 , 而 哪些 是 分 歧 的 
可 从 表 5.3 得 到 . 

现在 列举 几 个 从 表 5.3 读 取 的 下 面 的 (一 ), (二 ), (三 ) 几 个 现象. 

(一 ) 首先 , 在 其 中 任意 一 个 二 次 域 中 分 歧 的 素数 只 有 有 限 个 . 

实际 上 一 般 地 , 对 于 数 域 K 的 有 限 次 扩 域 工 , 在 工 中 分 歧 的 Ok 的 非 零 素 理想 
只 有 有 限 多 个 , 这 是 已 知 的 事实 . 这 将 在 86.3 中 证 明 (参看 推论 6.33). 


表 5.3 
域 完全 分 解 的 素数 p 分 歧 的 素数 
Q(V-D p=1 mod 4 2 
QVv3 ,7 mod 8 2 
Q(V-3) ,3 mod 8 2 
Q(V3) ,11 mod 12 2,3 
Q(vV-3) mod 3 3 
Q(V5) ,4 mod 5 5 
Q(V-5) ,3,7,9 mod 20 2,5 
Q(V6) 5,13,19 mod 24 23 
Q(vV-6) ,5,7,11 mod 24 2,3 
Q(V-15) p=1,2,4,8 mod 15 3,5 


(二 ) 在 Q(V-DD 这 一 栏 的 mod 4 的 4 为 22, Q(V-=15) 栏 的 mod 15 的 15 为 
3 x 5, 每 个 二 次 域 中 , 都 有 由 分 歧 的 素数 (可 以 重复 ) 相 乘 得 到 的 自然 数 N, 在 该 二 
次 域 中 素数 p 的 分 解 情形 由 p mod N 决定 . 

实际 上 , 这 个 事实 对 于 任何 的 二 次 域 均 成 立 (参看 85.2 定理 5.15). 进一步 , 这 
个 事实 有 其 在 类 域 论 的 推广 , 我 们 将 在 85.3 的 定理 5.21 (4) 给 出 . 

(三 ) Q(V=15) 这 一 栏 中 出 现 的 {1,2,4,8 mod 15} 构成 乘法 群 (Z/15Z)x = 
{1,2, 4,7,8, 11, 13, 14 mod 15} 中 的 指数 为 2 的 子 群 . 
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通过 仔细 阅读 可 看 出 , 表 5.3 所 有 二 次 域 的 栏目 中 , 素数 完全 分 解 的 条 件 “p = … 
mod N” 的 {… mod N} 都 是 乘法 群 (Z/NZ)x 的 指数 为 2 的 子 群 . 实际 上 这 对 于 
任何 的 二 次 域 也 都 成 立 (参看 定理 5.15). 进一步 说 , 像 定理 5.7 所 断言 的 那样 , 所 考 
察 的 对 象 并 不 仅 限于 二 次 域 , 更 重要 的 是 并 不 仅 限于 指数 为 2 的 子 群 , 而 是 对 于 任 
意 的 N,d > 1, 以 及 对 (Z/NZ)* 的 指数 为 d 的 任意 的 子 群 , 均 存在 Q 的 某 个 4 次 
扩 域 , 在 其 中 完全 分 解 的 素数 具有 这 样 描述 的 性 质 . 我 们 将 在 下 面 的 (d) 小 节 中 举 
出 有 关 的 例子 . 


(qd) 素数 在 二 次 域 之 外 的 域 中 的 分 解 


迄今 为 止 我 们 看 到 了 素数 在 二 次 域 中 的 分 解 , 而 此 (d) 小 节 则 可 看 到 素数 在 二 
次 域 以 外 的 域 中 分 解 的 情形 . 这 节 所 令 述 的 事实 将 在 85.2 中 被 整理 成 定理 5.7. 

作为 例子 我 们 来 考虑 @ 的 4 次 扩 域 Q(Gs) (Cs 是 5 次 本 原单 位 根 ). 对 此 , 我 们 
可 以 知道 所 产生 的 像 表 5.4 那样 的 “类 域 论 现象 ”. 


表 5.4 _Q(Gs) 中 素数 p 的 分 解 
分 解 的 


素数 的 分 解 情况 

p=1 mod5 (p) = q19293q4, q1,… ,qa 为 相 异 的 素 理想 
例 (11) = (2+65)(2+68)(2+ 68)(2+ 4) 
(31) = (2 — ¢5)(2 ~ C8)(2 — C8)(2 — 6é) 

p=4 mod5 (p) = q1q2, q1,q2 为 相 异 的 素 理想 
例 (19) = (8 +3V5)(8— 3V5) 

p=2,3 mod 5 (p) 为 素 理想 
p=5 (5) = (1 一 65)4, (1+ 65) 为 素 理想 


由 表 5.4 可 清楚 看 出 , 对 于 素数 p, 有 
P 三 1 mod 5 今 p 在 Q(Cs) 中 完全 分 解 ， 


这 表明 在 Q 的 4 次 扩 域 Q(Gs) 中 可 完全 分 解 的 素数 由 (Z/5Z)x 中 指数 为 4 的 子 群 
{1 mod 5} 给 出 . 

如 同 我 们 已 经 说 过 的 那样 , 在 二 次 域 Q(V5) 中 素数 p 的 分 解 也 由 p mod 5 决 
定 . 实际 上 ,Q(V5) 包含 在 Q(G5) 中 . 这 是 因为 正如 将 在 85.2 给 出 的 命题 5.18 说 的 
那样 ,Cs 一 G8 一 3 十 属 是 5 的 平方 根 . 

在 Q(G) 或 者 Q(V5) 中 素数 p 的 分 解 情形 都 是 由 p mod 5 决定 的 . 作为 以 p 
mod 7 决定 素数 p 的 分 解 情形 的 域 有 下 面 的 表 5.5, 如 果 按照 定理 5.10, 这 就 是 全 部 
的 这 种 域 . 我 们 注意 到 ,(Z/7Z)x 的 子 群 只 有 


{1 mod 7}, {1,6 mod 7}, {1,2,4 mod 7}, (Z/7Z)* 自身 
这 四 个 . 
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再 者 , Q(V-7) 包含 于 Q(br) 中 . 这 是 因为 按照 命题 5.18 所 断言 的 那样 ,C7 十 
如 一 如 十 络 一 起 一 井 是 -7 的 平方 根 . 关于 像 Q(V5) c Q(Cs), Q(V=7) c Q(G) 这 
样 的 二 次 域 与 域 Q(Cw) (N > 1) 之 间 的 包含 关系 , 将 在 85.2 (d) 中 考虑 . 


表 5.5 以 _mod7 的 素数 的 分 解决 定 的 所 有 域 
域 工 [5:Q] 完全 分 解 的 素数 p 分 歧 的 素数 
Q(C7) 6 p=1 mod7 
QGCr+cD) 3 p=1,6 mod7 7 
Q(VD 2 p=1,2,4 mod 7 7 
@ | 1 所 有 的 了 无 


另外 , 由 p mod 20 决定 素数 p 的 分 解 情形 的 域 在 表 5.6 中 也 全 都 列举 了 出 来. 


表 5.6 以 _mod 20 的 素数 的 分 解决 定 的 所 有 域 

域 [ LL:Q 完全 分 解 的 素数 p 分 歧 的 素数 
Q(C20) 8 2 三 1 mod 20 2,5 
Q(¢s) 4 p=1 mod5 5 
Q(z0 + C20.) 4 p=1,19 mod 20 2,5 
Q(V5, V-T) 4 p=1,9 mod 20 2.5 
Q(V5) $ p=1,4 mod5 5 
Q(vV-5) 2 了 三 1,3,7,9 mod 20 2,5 
Q(v-D 2 p=1 mod 4 2 
Q 1 所 有 的 p 无 

(e) 数 域 的 扩张 


到 此 为 止 , 对 于 数 域 的 扩 域 KK c 工 我 们 只 考虑 过 K = Q 的 情形 , 在 此 , 作为 例 


子 我 们 给 出 


K = Q(6) = Q(V-3), L = Q(Cs, V3) 


的 情形 . 对 于 这 个 扩张 , 在 表 5.7 中 表现 了 所 产生 的 类 域 论 的 现象. 


表 5.7 


在 工 = Q(s, 37) 中 Q(Ga) 的 素 理想 p 的 分 解 


素 理想 的 分 类 


分 解 的 情况 


存在 a 满足 a=1 mod 6Z[C3] 的 p=(a) 的 p 


Orp = qiq2qs,q1,q2,q3 为 Or 中 的 相 异 的 
3 
素 理想 例 (1 -6cs) = [] (+ 2c + C8) 


上 面 与 下 面 情形 以 外 的 p 


al 
Orp 为 oz 的 素 理想 


p=(1— 63),(2) 


Orp = ,9q 为 OL 的 素 理想 


这 样 一 来 , 类 似 于 Q 与 Q(Gs) 之 间 产 和 


生 . (代替 在 Q(6s) 时 的 ”mod 5, 现在 出 现 


E 的 现象 , 也 在 Q(Ga) 与 Q(Cs, V3) 之 间 产 
的 是 mod 6Z[Ga].) 另外 在 这 个 表 中 出 现 
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的 (1 一 6Cs), 从 43= (1 一 6Cs)(1 一 663) 看 出 是 43 在 Q(Gs) 中 的 素 因子 . 

看 了 迄今 所 举 的 例子 后 , 我 们 似乎 可 以 期 待 大 体 上 对 于 任何 的 数 域 的 扩张 K c 
工 , 以 及 对 于 K 的 素 理想 在 工 中 的 分 解 , 存在 像 这 里 K = Q(G), 工 = Q(Gs, V3) 的 
情形 所 出 现 的 现象 那样 , 特别 是 K = Q 时 素数 p 在 工 中 分 解 的 情形 能 由 某 个 自然 
数 N 引起 的 p mod NN 来 决定 . 然而 事实 并 非 如 此 , 例如 在 Q(3G) 或 者 Q(G, 5) 
中 素数 p 的 完全 分 解 与 否 , 已 知 不 管 取 什么 样 的 N, 都 不 由 p mod N 来 决定 (参看 
85.2 的 定理 5.10). 

举例 来 说 , K = Q, 工 = Q(Cs, V3) 的 情形 , 在 分 两 步 扩张 


下 =QcQG)cz=QG,Y9) 


的 每 一 步 中 , 素数 或 者 素 理想 的 分 解 规律 分 别 由 表 5.1 和 表 5.7 给 出 . 但 是 , 尽管 如 
此 , 素数 p 在 Q(Ga, V2) 中 的 分 解 规律 不 是 由 “以 p mod N” 这 样 的 形式 给 出 来 的 . 
例如 素数 31 还 有 43 在 Q(Gs) 的 整数 环 Z[Cs] 中 有 


(31) = (1 + 663)(1 + 6C8), (43) = (1 — 6¢3)(1 一人) 


这 样 的 完全 分 解 , 并 且 由 (1 + 6Cs), (1 + 643), (1 663), (1 一 603) = 1 mod 6Z[Ga] 这 
样 的 元 生成 的 , 那么 根据 表 5.7, 这 样 的 素数 在 Q(C3, ?5) 中 完全 分 解 . 于 是 , 31 还 有 
43 均 在 Q(Ga, V2) 中 完全 分 解 . 然而 什么 样 的 素数 p, 如 同 31 和 43 那样 , 可 表示 为 


(@) = pg， p,q 为 ZICs] 中 相 异 的 素 理想 , 目 p = (a),q = (B), a=B=1 mod 6Z[Cs] 


这 样 的 形式 呢 ? 对 任意 自然 数 N 均 不 能 够 以 p mod N 来 作出 判断 . 

那么 , 数 域 的 什么 样 的 扩张 K c 工 能 产生 出 那些 到 现在 为 止 的 所 有 的 表 5.1 一 
表 5.7 中 所 列举 出 来 的 这 种 类 型 的 “类 域 论 的 现象 ” 呢 ? 事实 上 , 当 工 为 K 的 Abel 
扩张 时 , 也 只 限于 此 时 , 才能 产生 这 种 类 型 的 现象. 

所 谓 Abel 扩张 就 是 Galois 扩张 并 且 其 Galois 群 为 Abel 群 . 对 于 Galois 理论 
请 参看 附录 8B.1, 8B.2. 

二 次 域 的 Galois 群 为 Abel 群 Z/2Z, 故 为 Q 的 Abel 扩张 . 另外 Q(Cs) 等 出 现 
在 表 5.1 一 表 5.6 中 二 次 域 以 外 的 域 也 是 Abel 扩 域 的 事实 , 将 在 下 面 的 85.2 说 明 . 
Q(Cs, V3) 为 Q(G) 的 Abel 扩 域 , 而 Q(33) 以 及 Q(Ga, 8) 均 不 是 Q@ 的 Abel 扩 域 . 

类 域 论 是 关于 Abel 扩张 的 理论 , 而 类 域 论 的 主要 内 容 包括 : 在 数 域 的 Abel 扩 
张 中 所 产生 的 像 表 5.1 一 表 5.7 所 列举 的 那样 类 型 的 现象 , 反 过 来 , 产生 这 样 现象 
的 数 域 的 扩张 也 为 Abel 扩张 , 以 及 数 域 的 Abel 扩张 根据 其 所 具有 的 现象 而 被 确定 
(例如 , 在 那些 数 域 中 完全 分 解 的 素数 全 体 等 同 于 {素数 p : p = 1 mod 4} 的 数 域 只 
有 Q(V-D)). 

另外 , 对 于 在 数 域 的 非 Abel 扩张 中 出 现 的 现象 , 现在 还 不 能 形成 像 类 域 论 那样 
完整 的 理论 . 然而, 已 经 知道 了 非 Abel 扩张 与 自 守 形式 之 间 的 关联 (《 数 论 I》811.4)， 
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最 近 Wiles 对 于 它 给 予 了 巨大 推进 , 并 最 终 证 明了 Fermat 大 定理 . 对 此 , 岩 波 讲座 
“现代 数学 的 进展 ”的 《 Fermat 猜想 》 卷 给 出 了 详细 的 讲解. 
(f) 多 项 式 值 的 素 因 数 
到 现在 我 们 已 看 到 了 表示 素数 还 有 素 理想 分 解 的 类 域 论 的 现象 , 而 在 (f) 和 (g) 
小 节 中 我 们 将 以 稍微 不 同 的 角度 去 观察 类 域 论 的 现象. 
我 们 来 讨论 当 给 定 整 系数 的 多 项 式 f(T) 时 , 关于 f(n) (n se Z) 的 素 因数 的 “类 
域 论 现象 ”. 
例如 , 设 f(T) = 72 十 6, 取 n=0,1,2,3,4,… 时 , f(n) 分 别 为 
6=2x3,7,10=2x5,15=3x5,22=2x11,31,42=2x3x7, 
55=5x11,70=2x5x7,87=3x29,106=2x53,... 
在 这 里 出 现 的 素数 2, 3, 7, 5, 11, 31, 29, 53,… 为 除 以 24 余 1,5,7,11 的 素数 以 及 2, 3. 
原因 在 于 , 对 p 关 2,3 的 素数 我 们 有 
Pp 为 形 如 n? + 6 (ne Z) 的 数 的 素 因 数 
车 T2 十 6 三 0 mod p 具有 整数 解 


(BE)=1 


舍 p=1,5,7,1l1 mod 24. 


最 后 面 的 这 个 等 价 关 系 根据 的 是 二 次 剩余 的 互 反 律 及 其 补充 法 则 . 
于 是 , 当 整 系数 的 多 项 式 f(T) 给 定时 , 根据 二 次 剩余 的 互 反 律 及 其 补充 法 则 ， 
对 于 素数 p 我 们 便 得 到 了 
2 为 形 如 f(n) (ne 2Z) 的 数 的 素 因数 各 p=… mod N 


这 种 形式 的 判别 法 . 


那么 , 作为 f(T), 当 我 们 取 其 为 三 次 以 上 的 多 项 式 的 情形 会 是 怎样 的 呢 ? 这 产 
生 了 像 表 5.8 那样 的 现象 . 


表 5.8 ”多项式 的 素 因数 


多 项 式 f(T) f(z) 三 0_ mod p 有 整数 解 的 素数 p 
T2+6 Pp 三 1,5,7,11 mod 24, 以 及 p=2,3 
THTITTI HTTI PpP 三 1 mod 5, 以 及 p=5 
7T3 +T2 一 27 一 1 p 三 1,6 mod 7, 以 及 p= 了 
T3—2 没有 形 如 p 三 .… mod .… 这 样 的 判别 法 


此 表 与 6 为 +z3+z2?+z+1= 0 的 解 , br 二 671 为 z3+z2 一 2z 一 1 二 0 的 解 ,并 
且 素 数 p 在 Q(Cs), Q(Cr +47!) 中 完全 分 解 的 充 要 条 件 分 别 由 p 三 1 mod 5, p 三 1,6 
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mod 7 给 出 , 以 及 Q(353) 不 是 Q 的 Abel 扩张 深 深 相关 . 对 此 , 我 们 将 在 例 6.42 中 
加 以 讨论 . 

(g) p= 22+5y,p= 72+ 6, 

以 前 我 们 讲 过 的 与 “素数 p 是 否 可 写成 zz +y? 以 及 z? + 2y? 等 的 形式 ” 有关 
的 类 域 论 的 现象 中 有 下 面 的 一 些 . 

当 p 为 非 2,5 的 素数 时 ， 


存在 满足 p=z?+5y? 的 zyeZ 人 p=1,9 mod 20， 
当 p 为 非 2,3 的 素数 时 ， 
存在 满足 p= z2 +6y2 的 z,yEeZ 今 p 三 17 mod 24. 


在 它们 的 右 侧 所 表示 的 条 件 分 别 与 p 在 Q(V=5) 中 为 完全 分 解 的 充 要 条 件 为 
2 三 1,3,7,9 mod 20 以 及 在 Q(V=6) 中 为 完全 分 解 的 充 要 条 件 为 p = 1,5,7,11 
mod 24 相 比 较 , 产生 了 稍 许 差异 .( 而 在 z?+y? 以 及 z?+2y? 的 情形 , 素数 在 Q(VT) 
以 及 Q(V-3) 中 为 完全 分 解 的 充 要 条 件 p = 1 mod 4 以 及 p = 1,3 mod 8, 两 者 的 
条 件 正好 一 致 .) 对 于 这 个 差异 , Fermat 就 已 经 注意 到 了 (参看 习题 5.3). 

还 有 , 素数 p 是 否 能 写成 z? + 26y? (z,y e Z) 的 形式 , 无 论 取 什么 样 的 自然 数 
W 也 不 能 用 p mod N 对 此 进行 判断 . 这 种 现象 就 像 要 在 85.3 (b) 论述 的 那样 与 类 
域 论 有 关 . 


85.2 分 圆 域 与 二 次 域 


18 岁 的 Gauss 在 1796 年 3 月 30 日 起 床 之 际 , 发 现 了 用 圆规 和 直 尺 可 以 作出 
正 十 七 边 形 (根据 Gauss 的 日 记 ). 这 是 由 于 他 考察 了 Q(Gr) . 

在 复 平面 上 , 因为 1 的 NN 次 根 正好 将 单位 圆 N 等 分 , 故而 称 Q(Cv) 为 分 圆 域 
(cyclotomic field)，Gauss 考察 了 分 圆 域 以 及 二 次 域 的 数论 与 分 圆 域 之 间 的 关系 . 在 
本 85.2 中 , 我 们 将 把 85.1 的 (a), (b), (d) 小 节 所 出 现 的 二 次 域 、 分 圆 域 、 分 圆 域 的 子 
域 有 关 的 现象 , 围绕 着 分 圆 域 这 个 中 心 进行 梳理 . 叙述 了 在 分 圆 域 及 其 子 域 中 的 素 
数 分 解法 则 ((b) 小 节 的 定理 5.7) 与 二 次 域 中 的 素数 分 解法 则 ((d) 小 节 的 定理 5.15)， 
在 此 我 们 援引 将 在 第 六 章 要 证 明 的 关于 素 理想 的 一 般 理 论 来 在 85.2 进行 证 明 . 并 且 
在 确立 了 以 上 论点 后 , 则 可 证 明 二 次 剩余 的 互 反 律 ((f) 小 节 ). 


(a) 分 圆 域 的 Galois 群 


Q(Cw) 是 Q 的 Galois 扩张 . 因为 Cw 的 苍 元 为 1 的 N 次 睾 根 , 故 它们 都 是 
bn 的 某 次 短 , 从 而 知道 它们 全 都 属于 Q(Cn) (参看 附录 8B.2). 定义 群 同 态 


3N : Gal (Q(CN)/Q) 一 (Z/NZ)* 
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为 : 对 e Gal(Q(Cw)/Q), 取 使 c(Cw) = CN 的 整数 7, 然后 令 sn(o) = mod N. 

sN 为 单 射 , 这 是 因为 如 果 sw(c) = 1, 那么 c(Cw) = bn, 因而 o 使 Q(Cw) 固定 
不 动 , 由 此 可 知 有 o = 1. 因此 Gal(Q(Cw)/Q) 与 Abel 群 的 (Z/NZ)* 的 一 个 子 群 同 
构 , 从 而 也 是 Abel 群 , 于 是 Q(Cw) 为 Q 的 Abel 扩张 . 

Gauss 虽然 没有 发 现 Galois 理论 , 但 是 发 现 了 下 面 使 用 Galois 理论 的 术语 叙述 
的 断言 . 

定理 5.4 按照 sw, 我 们 有 同 构 


Gal (Q(CN)/Q) S (Z/NZ)*. 0 


定理 的 证 明 将 在 (c) 小 节 给 出 . 
下 面 我 们 应 用 Galois 理论 来 说 明正 十 七 边 形 可 以 用 圆规 和 直 尺 作 图 的 理由 . 作 
为 复 平面 上 点 的 复数 w ,从 复 平 面 内 的 0 和 1 出 发 , 能 用 圆规 和 直 尺 作 图 的 充 要 条 
件 是 存在 
Q=KocKic Kc...c Kn=Q(a) 


这 样 的 域 的 序列 使 得 对 于 每 个 i 有 Ki 为 Ki-1 的 二 次 扩 域 . (我 们 略 去 了 对 它 的 证 
明 , 可 以 参考 域 论 或 者 Galois 理论 的 书 .) 

例如 , 正 五 边 形 的 作 图 可 能 性 在 古 希 腊 就 已 知道 了 ; 这 是 因为 若 取 a = Cs, 则 域 
的 序列 Q < Q@(V5) c Q(Cs) 满足 上 面 的 条 件 , 故而 Cs 为 作 图 可 能 的 , 这 便 是 正 五 
边 形 作 图 可 能 性 的 证 明 . 另外 , Cr 则 无 作 图 可 能 , 从 而 正七 边 形 没 有 作 图 的 可 能 性 . 
之 所 以 这 样 说 是 因为 , 对 于 复数 a 如 果 有 上 面 那样 域 的 序列 , 应 该 有 [Q(a) : Q] = 
[Kn : Ko] = 2", 但 是 [Q(G) : Q] = 6, 不 是 2 的 寡 . 对 于 正 十 七 边 形 , 根据 定理 5.4， 
可 将 Gal (Q(Gr)/Q) 同等 地 看 作 (Z/17Z)*, 而 (Z/17Z)x 有 子 群 的 序列 


(Z/17Z)x 2 {+1,42, +4, +8} 2 {+1,+4} 2 {+1} 2 {1}. 
按照 Galois 理论 有 对 应 的 域 的 序列 
Q= KoC Kic Kc KsCc Ki =Q(G7). 


为 相 邻 的 子 群 之 间 的 指数 为 2, 故 由 Galois 理论 知道 , 对 于 每 个 i = 1,2,3,4, Ki 
为 Ki-1 的 二 次 扩 域 . 于 是 C17 为 作 图 可 能 的 , 单位 圆 被 分 为 17 等 份 , 因而 作成 了 正 
十 七 边 形 的 图 . 


问题 3 用 圆规 和 直 尺 作 40° 角 的 可 能 性 如 何 ? 
(b) 在 分 圆 域 的 子 域 中 素数 的 分 解 
由 Galois 理论 知道 , 成 立 一 一 对 应 的 关系 


Q(Cw) 子 域 2 Gal(Q(Cw)/Q@) 的 子 群 ， 


:122 第 五 章 ”何谓 类 域 论 


那么 根据 定理 5.4, 便 成 立 一 一 对 应 
Q(Cw) 的 子 域 2 (ZNZ)x 的 子 群 . 
例 5.5 = 5 时 ,上 面 的 一 一 对 应 工 + 一 万 为 


QGG) 一 1)} 
U n 
QV5 一 14 
U n 


Q_ 一 (Z/5/2)x = {1,2,3,4}. 
这 是 因为 (Z/5Z)x 的 子 群 只 有 右边 所 列举 的 那些 , 而 已 知 Q(Cs) 的 子 域 有 Q(Cs)， 
Q(V5),Q, 故 在 上 面 所 列举 的 以 外 再 无 其 他 . 品 
例 5.6 N = 7 时 ,Q(Gr) 的 子 域 工 与 (Z/NZ)* 的 子 群 如 果 按 Galois 理论 
相对 应 的 话 , 则 扩张 次 数 [L : Q] 等 于 指数 [(Z/7Z)x : 可 , 因此 , 上 面 所 说 的 一 一 对 
应 可 应 用 刚 说 的 次 数 与 指数 之 间 的 关系 进行 考虑 , 于 是 我 们 可 清楚 看 出 


QC) {1 
[a S 2 SS 
QE7+57') QWT) {1,6} {1,2,4} 
S C S 2 
Q (Z172)* 
(相对 应 的 对 象 置 于 相对 应 的 位 置 ). 口 


那么 , 将 这 些 图 与 表 5.4, 5.5 进行 比较 时 , 譬如 例 5.5 中 , Q(V5) 所 对 应 的 群 为 
{ 分 < (Z/5Z)*, 而 在 表 5.4 中 在 Q(V5) 中 完全 分 解 的 所 有 素数 为 {素数 p |p = 14 
mod 5}, 使 我 们 感觉 到 他 们 是 紧密 相合 的 . 

下 面 的 定理 将 这 些 事实 进行 了 一 般 化 . 


定理 5.7 设 N 为 自然 数 , 并 设 Q(Cw) 的 子 域 工 与 (Z/NZ)* 的 子 群 及 在 上 
述 意义 下 对 应 . 此 时 , 对 于 不 能 除 尽 N 的 素数 p 成 立 下 面 的 断言. 

(有 )p 在 工 中 非 分 歧 . 

(2)p 在 工 中 完全 分 解 芒 p mod Ne 有 H. 

(3) (这 是 对 (2) 更 细 的 令 述 ) 设 f 为 使 pf mod N e 且 成 立 的 最 小 的 自然 数 ， 
则 在 Or 中 (p) 为 站 工 : Q] 个 互 不 相同 的 素 理 想 之 积 . 品 

我 们 将 在 (c) 中 证 明 此 定理 . 

推论 5.8 设 NN 为 自然 数 ,p 为 不 能 除 尽 N 的 素数 . 此 时 ,p 在 Q(Cn) 中 非 分 
歧 ， 且 

了 了 在 Q(Cw) 完全 分 解 兮 p 三 1 mod N. 口 
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推论 5.9 取 NN,p 为 推论 5.8 所 给 出 的 , 则 p 在 Q(Cn +CN!) 中 非 分 歧 ， 且 


了 在 Q(Cv 十 Cw!) 中 完全 分 解 兮 p 三 士 1 mod N. 口 


(另外 Q (Cv + =Q (ee ( 允 ))， 这 可 由 cos 的 一 (ezri/w +e-2riN) 得 
到 .) 


推论 5.8 和 推论 5.9 分 别 由 在 定理 5.7 中 令 工 = Q(Cn), L = Q(v + Cw') 得 
到 . 对 于 Q@(Cw + C7!) 对 应 的 (Z/NZ)* 的 子 群 为 { 土 mod N} Cc (Z/NZ)* 的 论 
断 而 言 , 因为 Cy 十 Cw! 在 Gal(Q(Cw)/Q) 中 的 元 by 呈 NI 下 保持 不 动 , 故 对 应 于 
{ 土 mod N] 的 域 包含 了 Q(Cw +6ND); 另 一 方面 , Cw 是 Q(Cw + CN) 上 的 二 次 方程 
z2 一 (Cn 十 CW!)z 十 1 二 0 的 解 , 故 [Q(Cw) : Q(bw +Cw')] < 2, 从 而 我 们 清楚 地 看 出 ， 
Q(Cw) 的 包含 Q(Cw + Cw!) 的 子 域 除 了 Q(Cw) 和 Q(Cw + Cw') 之 外 再 没有 别 的 了 . 

因为 Q(Cw) 为 Q 的 Abel 扩张 , 故 Q(Gw) 的 所 有 子 域 均 是 Q@ 的 Abel 扩张 . 下 
面 定理 的 (1) 是 这 个 论断 的 “ 逆 ". 这 个 定理 5.10 将 在 58.1(g) 中 证 明 . 


定理 5.10 设 工 为 数 域 . 
(1) (Kronecker 定理 ) 下 面 的 (i),(i) 等 价 : 
() 工 为 Q@ 的 Abel 扩 域 . 
(让 存在 自然 数 N 使 LC Q(Cn). 
(2) 取 N 为 自然 数 , 则 下 面 的 (i), (i) 等 价 : 
() LC QCN). 
(ii) 素数 p 在 工 中 完全 分 解 与 否 由 p mod N 判断 . 
(3) 设 工 为 Q@ 的 Abel 扩张 , 取 使 LC Q(Cw) 成 立 的 最 小 的 自然 数 N, 则 对 于 
素数 p 有 
p 在 工 中 分 歧 会 呈 能 除 尽 N. 口 


(c) 定理 5.4 和 定理 5.7 的 证 明 


给 予定 理 5.4, 定理 5.7 的 证 明 需 要 使 用 86.3 所 证 明 的 一 些 断 言 . 因为 要 使 用 所 
谓 的 Frobenius 映射 这 个 重要 而 急需 但 难于 搞 懂 的 东西 , 请 读者 在 读 起 来 觉得 困难 
时 , 跳 过 这 一 小 节 直 接 进 入 下 一 小 节 . 

由 在 86.3 中 考察 的 素 理想 分 解 的 一 般 理 论 知道 有 下 面 的 事实 . 设 天 为 数 域 , 
为 其 有 限 Abel 扩张 , p 为 K 的 素 理想 , 且 其 在 工 中 非 分 歧 . 我 们 来 确定 被 称 做 p 的 
Frobenius 映射 的 重要 元 Frobp,L e Gal(L/K). Frobp,z (也 简单 地 记 为 Frobp) 是 掌 
控 p 在 工 中 分 解 情形 的 元 , 可 以 说 是 “掌握 p 的 核心 之 元 ”. 在 Gal(L/K) 之 内 , 作 
为 K 的 各 个 素 理想 的 核心 的 Frobenius 元 就 像 点 燃 的 萤 火 那样 照 亮 着 整个 群 . 关于 
Frobenius 映射 的 一 般 理 论 请 看 86.3(a). 这 里 叙述 的 只 是 K = Q@ 的 情形 下 , 对 于 在 
工 中 非 分 歧 的 素数 p 的 Frobypz,z( 记 为 Frobp,L). Frobwr 具有 下 面 的 特征 和 性 质 . 对 
于 这 个 命题 5.11 的 证 明 可 见 86.3. 
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命题 5.11 设 工 为 Q 的 有 限 Abel 扩 域 ,p 为 在 工 中 非 分 歧 的 素数 . 
(1) Frobpz 是 Gal (Z/Q) 中 唯一 存在 的 使 得 


Frobyp,L(7) = 72? mod pOr 


对 所 有 ze OL 成 立 的 元 . 

(2) Frobpnr = 1 今 p 在 工 中 完全 分 解 . 更 详细 地 说 , 令 Frobpr 的 阶 为 1 则 
pOE 可 分 解 为 了 :gl 个 素 理想 之 积 . 

(3) 设 乙 为 工 的 子 域 , 在 自然 的 满 映 射 Gal(L/Q) 一 Gal(Z/Q) 下 Frobp,L 的 
像 等 于 Forbp 口 


当 工 = Q(Cw) 时 , 对 于 不 能 除 尽 N 的 素数 p 可 确定 Froby,7. 


命题 5.12 如 果 p 为 不 能 除 尽 N 的 素数 , 则 p 在 Q(Cw) 中 非 分 歧 ， 并 且 sw : 
Gal(Q(CN)/Q) 一 (Z/NZ)* 将 Froby 变 到 p mod N. 口 


我 们 在 承认 命题 5.12 下 来 证 明定 理 5.4, 定理 5.7. 


[定理 5.4 的 证 明 ] 因为 我 们 已 经 证 明 过 sw 为 单 射 ， 故 只 需 证 其 为 满 射 即 可 . 对 
于 (Z/NZ)* 的 各 个 元 , 存在 与 N 互 素 的 某 个 自然 数 7 使 得 它 可 写 为 + mod N. 按 
照 > 可 分 解 为 素数 乘积 的 事实 知道 ， (Z/NZ)* 由 不 能 除 尽 N 的 素数 p 的 p mod N 
生成 . 根据 命题 5.12, 我 们 有 p mod N = sw(Frob,), 从 而 sw 为 满 射 . 1 


[定理 5.7 的 证 明 ] 将 Gal(L/Q) 与 (Z/NZ)*/H 等 同 , 按照 命题 5.11(3) 与 命 
题 5.12, Frobp,L <e Gal(Z/Q) 等 于 p mod N 在 (Z/NZ)*/H 中 的 像 . 因此 , 定理 
5.7(2),(3) 由 命题 5.11(2) 得 到 . 有 


[命题 5.12 的 证 明 ] 令 工 = Q(Cw). 因为 Cw 为 1 的 N 次 根 , 根据 命题 5.2 知 
不 除 尽 N 的 素数 p 在 工 中 为 非 分 歧 . 
按照 命题 5.11(1), Frobp(Cw) 三 68 mod pOL， 另 一 方面 , 令 sN(Frobp) = 7 
mod NN, 则 Frobp(Cw) = 6 于是, 如果 能 从 C% = 必 mod pOr 推导 出 a 二 6 
mod N 的 话 , 则 可 得 到 sw(Froby) = p mod N. 然而 这 只 要 从 《% 三 1 mod pOL 推 
N 
导出 a= 0 mod N 就 可 以 了 . 对 TN _1= (7 -6%) 的 两 边 求 微分 并 令 工 = 1， 


a=1 


N-1 
得 到 N = I (1-¢%). 因为 N pO, 故 对 于 1<a<N-1,1- C8% ¢pOr. D 
a=1 


(qd) 分 圆 域 与 二 次 域 之 间 的 关系 


因为 二 次 域 是 @ 的 Abel 扩张 , 那么 , 按照 定理 5.10(1), 它 应 该 包含 在 某 个 分 圆 
域 QCw) (N > 1) 之 中 . 下 面 的 命题 5.13, 5.14 叙述 了 二 次 域 是 如 何 具体 地 谋 和 人 到 
那个 分 圆 域 之 中 的 . 作为 应 用 , 由 关于 在 分 圆 域 的 子 域 中 素数 的 分 解法 则 的 定理 5.7， 
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我 们 将 推导 出 在 二 次 域 中 的 素数 分 解法 则 (定理 5.15), 从 而 能 够 说 明 在 表 5.1 一 5.3 
中 表现 出 的 现象 . 
二 次 域 均 可 写 为 Q(Vm), 其 中 m 取 1 是 不 能 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 的 整数 . 令 


Im| m=1 mod4 
N= 
4Im| 和 m 三 2,3 mod 4. 


命题 5.13 取 m,N 如 上 所 设 , 则 
Q(Vm) c Q(Cn). 
而 且 , N 为 满足 Q(Vi) C Q(Cw) 的 最 小 的 自然 数 . 口 
( 例 ) 
令 m=5, 则 N=5. Q(V5) cQG)， 
令 m= -7, 则 N=7. Q(V-7) c Q(67), 


令 m=7, 则 N=28. Q(V7) c Q(zs), 但 是 Q(V7) ¢ Q(C7). 
让 m, N 为 上 所 设 . 在 84.3 中 , 我 们 定义 了 对 应 于 二 次 域 Q(Cm) 的 Dirichlet 
特征 


Xm : (Z/NZ)* — {+} CCx 
为 : 对 于 与 N 互 素 的 整数 w 
Xm(a mod N)= ( I 全 )ento, 
1 
其 中 9m(a) 如 下 : 


如 果 mm 三 1 mod 4, 那么 6m(a) = 1. 
如 果 m ==3 mod 4, 那么 


FE 训 a=1 mod4 
一 1， 其 他 情形 . 
如 果 m 为 偶数 , 那么 
a 1, a=1,1—m mod8 
一 1， 其 他 情形 
命题 5.14 设 m, N,Xm 如 上 , 则 
Gal(Q(Cw)/Q) B (Z/NZ)* 


dmg L xm 
Gal(Q(Vm)/Q) 兰 {+1} 
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为 交换 图 . 这 里 的 “限制 ”是 指 Q(CN) 的 自 同 构 映射 在 Q(V 击 ) 上 的 限制 . 口 
这 就 是 说 , 虽然 xm 的 定义 复杂 , 但 依照 命题 5.14, Xxw 具有 如 下 的 简明 定义 : 


(Z/NZ)* & Gal(Q(CN)/®) Gal(Q(Vm)/Q) {+} c Cx. 


由 命题 5.14 知 , 对 应 于 Q(Cw) 的 子 域 Q(Vm) 的 (Z/NZ)* 的 子 群 为 xm : 
(Z/NZ)* 一 { 士 1} 的 核 . 男 一 方面 , 根据 定理 5.7 知 , 在 Q(Cw) 的 子 域 中 素数 的 分 解 
情形 可 以 用 (Z/NZ)* 的 子 群 来 表述 . 因而 我 们 得 到 了 下 面 定理 的 (2). 

定理 5.15 设 m,N 如 上 , 且 p 为 素数 . 

(Dp 在 Q(Vm) 中 分 歧 侣 pIN. 

(2) 当 p 不 除 尽 N 时 , 在 Q(V 砚 ) 的 整数 环 中 


Xm(p) = 工会 (p) 为 相 异 的 两 个 素数 的 乘积 
Xm(p) = 一 1 兮 (p) 为 素 理想 . 


这 个 定理 的 (1) 可 以 证 明 如 下 . 如 果 p 不 能 除 尽 N, 则 因为 p 在 Q(Cw) 中 为 非 
分 歧 , 故 在 其 子 域 Q(V 丈 ) 中 也 为 非 分 歧 . 现 设 p 除 尽 N. 当 p 除 尽 m 时 , 这 表明 
在 Q(Vm) 的 整数 环 中 (p) = (p, V 而 )?, 从 而 知道 p 在 Q(V 砚 ) 中 分 歧 . 当 p 不 除 尽 
m 而 除 尽 N 时 , 则 p = 2,m = 3 mod 4, 在 这 种 情形 下 , 可 以 看 出 在 Q(Vm) 的 整数 
环 中 (2) = (2,1+ Vm)?, 从 而 知道 2 在 Q(V 而 ) 中 分 歧 . 

在 表 5.1 一 表 5.3 中 出 现 的 二 次 域 中 , 素数 的 分 解法 则 可 以 由 这 个 定理 5.15 得 
到 . 譬如 , 在 m = -6 的 情形 , x : (Z/24Z)x 一 { 士 1} 容易 由 定义 确定 , 它 将 1,5,7,11 
mod 24 映 到 1, 而 将 13,17,19,23 mod 24 映 到 -1, 于 是 表 5.2 出 现 的 Q(V=6) 中 
的 素数 分 解法 则 便 由 定理 5.15 得 到 了 . 


问题 4 从 定理 5.15 推导 在 表 5.2 中 出 现 的 Q(V=5) 中 的 素数 分 解法 则 . 
(e) 分 圆 域 与 二 次 域 之 间 关系 的 证 明 


这 一 小 节 中 我 们 将 证 明 关于 分 圆 域 与 二 次 域 关 系 的 命题 5.13 与 命题 5.14. 
对 于 Dirichlet 特征 x : (Z/NZ)* 一 Cx 和 N 次 本 原单 位 根 Cy, 可 定义 Gauss 
和 (Gaussian sum) 为 


口 


N 
GO 6) = > x(a)68- 
a=1 
(对 于 与 N 不 互 素 的 a, 定义 x(a) = 0.) 
对 于 Dirichlete 特征 x : (Z/NZ)* 一 Cx 而 言 , 对 满足 4 < N 的 N 的 约 
数 4 > 1 与 无 论 怎样 取 的 Dirichlet 特征 x : (Z/dZ)x 一 Cx， 当 它 与 复合 映射 
(Z/NZ)* 一 (Z/dZ)* » Cx 总 不 相同 时 , 则 说 这 个 x 是 本 原 的 (primitive). 
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命题 5.16 ”对 于 本 原 特 征 X : (ZNZ)x 一 Cx， 


IGW bm)| = VN. 
[证 明 ] ”对 于 整数 n, 我 们 来 证 明 
(5.3) X(n)G(x, CN) = G(x, 6%) 


(其 中 文 为 x 的 复 共 生 ). 如 果 n 与 N 互 素 , 它 从 下 面 的 等 式 即 可 看 出 


N N 
有 边 =》 x(@)C =X(n) DD Xam) 
a=1 a=1 
如 果 n 与 N 不 为 互 素 , 则 以 对 某 个 4 < N 为 d 次 本 原单 位 根 . 令 标准 映射 
(Z/NZ)* 一 (Z/dZ)x 的 核 为 瑟 , 因为 x 为 原始 的 , 故 x( 五 ) 头 {1}， 由 此 可 知 
> x(a) = 0 从 而 G(x 必 ) = 0 = 左 端 . 取 (5.3) 两 端 绝对 值 的 二 次 寡 有 


a€EH 


(PIGOG cm)P = G(X, CR)G( CR) = DO x(xO ES". 
ab 
将 其 对 n = 1,… ,N 相 加 , 那些 a 头 b 的 项 消失 , 故 有 


N 
PN)IGOo CF = > Ix(OP: N =p(N):N, 


a=1 


其 中 p(N) = #(Z/NZ)X. 因此 , |G(x, Cn)| = VN. n 
命题 5.17 设 m,NN 同 于 命题 5.13 中 所 设 . 则 
(1) Xm 为 本 原 的 . 
(2) xmCD= 二 m>0 
-1 m<0. 


[证 明 ] “(1) 由 Xm 的 定义 可 知 . 现 证 (2). 由 gw 的 定义 有 


1 和 =1 mod 4 或 者 m=2 mod 8 
-1 m 三 3 mod 4 或 者 m=6 mod 8. 


全 人 mm 为 奇数 


x_i (于 ) 普 为 偶数 
另 一 方面 , 设 pi,…,p; 为 除 尽 m 的 全 部 奇 素数 , 则 由 


(3)= CD =x-p) 
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得 到 
1 要 卫 。、 /x-1(lml)，m 为 奇数 
lI )=IIx-) x-:(IIm) Me 吉 为 偶数 
因此 ， 
本 /一 1 m 1 m>0 
xn (= (I (en DS) = { a 
命题 5.18 
Go) = 人 WE a 
4m m=2,3 mod 4. 
[证 明 ] ”根据 命题 5.16 和 命题 5.17(1), 由 于 x = Xw, 我 们 有 


G(Xm, CN)G(Xm, Cw") = N. 


按照 (5.3), 上 式 左 端 等 于 xm(-1)G(xm,6w)2, 那么 由 命题 5.17(2) 便 得 到 了 命题 5.18. 


在 命题 5.18 中 , 譬如 令 m = 5, -7, 那么 则 可 得 到 在 85.1 中 


(GB -B+ =5, (G+ -G+ -0-6 = -7. 


bh 提 到 的 


由 命题 5.18 知 有 Q(Vm) c Q(Cw), 也 就 是 说 得 到 了 命题 5.13. 命题 5.14 也 可 


按 下 面 的 方式 推导 出 来 . 取 ce Gal (Q(Cw)/Q), 并 令 sw(c) = r. 依照 命题 5.18， 


Vm) _ olGxm, CN)) _ Gm, CN) 


Vm 


在 这 一 小 节 中 


Cr “区 we] 一 知人 一 xn 休 
(其 中 倒数 第 二 个 等 号 由 (5.3) 得 出 .) 这 证 明了 命题 5.14 的 图 的 交换 性 . 
(f) 二 次 剩余 互 反 律 的 “类 域 论 风格 的 证 法 ” 


我 们 要 从 定理 5.15 推导 出 二 次 剩余 互 反 律 . 
引 理 5.19 设 工 为 一 个 二 次 域 , 工 = Q(Vm), 其 中 mm 为 不 被 1 以 外 的 平方 数 


除 尽 的 整数 . 又 设 p 为 不 除 尽 m 的 奇 素数 . 于 是 在 Q(V) 中 有 


(2) 二 1 < 一 () 为 两 个 相 措 的 素数 的 乘积 ， 


(2) 二 一 1 < (p) 为 素 理想 . 


[证 明 ] 


Or 


二 


令 工 = Q(Vm). 根据 交换 代数 的 理论 知 ， 


h 包 含 了 p 的 素 理想 芒 Oz/pOz 的 素 理想 ， 
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那么 , 我 们 以 考察 商 环 Oz/pOz 的 方式 来 研究 在 Oz 中 p 的 分 解 情形 . 因为 Oz 或 
者 等 于 ZV 网 或 者 等 Z| 站 | (参看 84.2(e)) 故 商 群 OL/ZIV 硬 | 的 阶 数 或 为 
1 或 为 2 由 此 以 及 p 为 奇数 的 事实 , 我 们 得 到 
Or/p0r, ZIV/pZIVA]. 
因为 ZV 硬 兰 Z 四 j/(z? 一 mm), 则 
Or/pOr SFple]/(z? 一 mm). 
(2) = -1 的 情形 . 因为 在 Ps 中 没有 m 的 平方 根 , 故 za 一 m 在 ,上 为 不 可 
约 , 从 而 ,lz]/(z? -- m) 为 域 . 因此 Oz/pOz 为 域 , 从 而 pOr 为 素 理想 . 
2) =1 的 情形 . 取 使 2 一 m =0 modp 的 a eZ 于 是 在 F 上 zm 二 
(2 一 Q(z+a), 故 杷 四 /le2 - m) 具有 两 个 素 理想 (z - a) 和 (z 十 oj， 因此 在 Or 
中 存在 两 个 包含 p 的 素 理想 . (从 而 , 它们 是 (p, V 而 a) 与 (ovV 而 十 o) ) 令 这 些 素 
理想 为 p, q, 因为 (p) 被 p,q 除 尽 , 故 pg 2 (p). 另 一 方面 , 由 于 (z -a)(z +a) 在 
Fp[z]/(z? 一 m) 中 等 于 0, 故 pg c (p), 从 而 (p) = pg. IE 


由 定理 5.15 并 使 用 引 理 5.19 可 以 按 下 面 的 方式 推导 出 二 次 剩余 的 互 反 律 . 设 
ml N 如 在 (d) 小 节 中 所 设 ， 当 取 p 为 不 能 除 尽 m 的 奇 素数 时 , 根据 引 理 5.19 我 
们 有 


(5.4) p 在 Q(V 而 ) 中 完全 分 解 全 (2) Eo 
另 一 方面 , 定理 5.15 说 的 是 

(5.5) p 在 Q(V 砚 ) 中 完全 分 解 仿 p mod NN 属于 x : (Z/NZ)* 一 { 土 1} 的 核 . 
结合 (5.4),(5.5) 得 到 了 


(5.60) (2) =xn0) 


在 (5.6) 中 将 m 取 为 不 同 于 p 的 奇 素数 g, 按照 xs 的 定义 我 们 有 Xu(p) = (人 2 
多 = (2 CD) 党 党 ， 歼 而 得 到 了 二 次 剩余 的 互 反 律 


-Oo 


当 我 们 比较 (5.5) 与 (5.4) 时 , 发 现 通过 p 在 Q(Vm) 中 的 分 解 而 了 解 m mod p 
的 (5.4) 已 包含 在 有 关 一 般 Dedekind 环 的 86.3 的 推论 6.14 (2) 中 , 另 一 方面 , (5.5) 
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是 以 p mod N 决定 了 了 在 Q(Vm) 中 的 分 解 , 它 真正 具有 数论 的 品格 . 这 个 从 “m 
mod p” 到 “p mod N” 的 逆转 , 使 得 二 次 剩余 的 互 反 律 具有 奇特 性 , 类 域 论 具有 奇 
特性 . 


85.3 类 域 论 概述 


在 85.2 中 出 现 的 定理 5.7, 定理 5.10 叙述 了 在 Q 的 各 种 Abel 扩 域 中 发 生 了 怎 
样 的 事 (素数 在 此 是 如 何 分 解 的 ), 以 及 @ 的 Abel 扩 域 是 怎么 样 存在 着 的 . 将 其 推 
广 , 即 让 K 为 数 域 时 , K 的 各 种 Abel 扩 域 会 发 生 什 么 (K 的 素 理想 在 其 中 如 何 分 
解 ), 以 及 KK 的 Abel 扩 域 又 是 怎样 存在 着 的 , 论述 这 些 的 便 是 类 域 论 . 在 (a) 小 节 中 
我 们 将 给 出 类 域 论 内 容 的 一 个 概述 , 而 在 (b) 小 节 中 则 将 解说 一 点 类 域 论 的 “具体 
含义 ”. 


(a) 类 域 论 概要 


设 K 为 数 域 . 可 以 把 类 域 论 简短 地 总 结 如 下 . 

“正如 @ 的 扩 域 Q(Cw) (N > 1) 那样 ,有 由 Ok 的 各 个 非 零 理想 a 所 确定 的 天 
的 扩 域 K(a). 而 在 K = Q@ 中 a = (N) 的 情形 , 我 人 有 K(a) = Q(Cw). 因此 , 相似 
于 QQ 与 Q(Cn) 的 定理 5.7. 定理 5.10, 对 天 和 天 (a) 也 成 立 .” 


定义 5.20 称 KK 的 元 a 关 0 为 全 正 的 是 说 , 对 于 从 天 到 R 的 所 有 域 同 态 
K 一 RR (就 是 说 所 有 的 实 素 点 ), a 在 及 中 的 像 全 是 正 的 . 口 


举例 来 说 Q(V3) 的 元 1 + V3 不 是 全 正 的 ， 按 照 Q(V3) 一 R, a ++bV3 小 
a 一 bV2 (a,b e @Q), 它 被 映 到 负 元 1 - V5. 
下 面 的 定理 将 在 88.1(g) 证 明 . 


定理 5.21 设 a 为 Ok 的 非 零 理想 . 

(1) 存在 唯一 的 K 的 有 限 扩 域 K(a) 具有 下 面 的 性 质 . 设 p 为 Ok 中 的 非 零 素 
理想 , 且 不 能 整除 a, 则 p 在 KK(a) 中 为 非 分 歧 , 并 且 成 立 下 面 的 等 价 关系 : 

P 在 K(a) 中 完全 分 解 会 存在 全 正 的 a € Ok 使 得 p= (a),a=1 moda 
成 立 . 

(2) K(a) 为 KK 的 Abel 扩 域 . KK 的 任何 一 个 有 限 Abel 扩 域 都 包含 在 某 个 
K(a) 中 . 

(3) 如 果 b 为 OK 的 非 零 理想 , 且 满足 DC a, 则 

K(b) 2 Kl(a). 


(外 设 工 为 KK 的 有 限 Abel 扩 域 , 则 存在 使 满足 工 CK(a) 的 Ok 的 非 零 理想 a 
中 的 最 大 者 . 对 于 这 样 的 a 如 下 的 论断 成 立 : 设 p 为 Ok 中 的 一 个 非 零 素 理想 , 则 


PP 在 工 中 分 歧 伟 pp 整除 a. 口 
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例 5.22 当 K=Q,a=(N)(N 为 自然 数 ) 时 , 由 定理 5.7 和 定理 5.21 知道 有 
K(a) = Q(Cn). 实际 上 , Z 的 非 零 素 理想 p 的 生成 元 为 对 某 个 素数 p 的 +p, p 为 全 
正 而 -2 则 不 是 的 . (对 于 Qx 中 的 元 , 所 谓 全 正 简单 地 只 是 正 而 已 .) 因此 ，“ 存 在 
a EZ 为 全 正 ,使 得 p= (a), a = 1 mod (N)” 不 是 别 的 , 正 是 “p = (p), 其 中 p 为 满 
足 p= 1 mod (N) 的 素数 ”. 根据 定理 5.7(2), Q(Cw) 具有 定理 5.21(1) 叙述 的 K(a) 
所 具有 的 性 质 , 由 定理 5.21 中 的 “唯一 存在 性 ” 知道, 必定 有 Q(Cw) = K(a). 口 


例 5.23 当天 =Q(G),a= (6) 时 , 由 表 5.7 可知 K(a) = Q(Ga, 3). (因为 K 
不 具有 实 素 点 , Kx 的 所 有 元 都 是 全 正 的 .) | 


例 5.24 设 K=Q(V3). 考虑 Ok 的 理想 ai = (V3) (i>0), 有 


K(ao) = K(ai) = Q(V3), K(a2) = K(as) = Q(Gs)， 
K(as) = Q(Ce, V1+ VD), K(as)= Qc, V1+V3, Va). 
这 些 将 在 §8.1(g) 得 到 证 明 . 品 


现在 考虑 a = Ok 这 一 特殊 情形 . 定理 5.21 说 明 OF 的 非 零 素 理想 均 在 K(Ok) 
中 不 分 歧 . 我 们 已 经 知道 , Q 的 所 有 素 理想 均 不 分 歧 的 扩张 , 除了 Q 外 再 无 其 他 . 但 
根据 下 面 的 例子 , K(Ok) 站 的 情况 是 存在 的 . 


例 5.25 当天 =Q(V=5) 时 , K(Ok) = Q(vV-5,vV-1). 口 
例 5.26 当天 = Q(V=6) 时 , K(Ok = Q(V=6,Gs). 9 


例 5.23, 例 5.26 的 断言 将 在 88.1(g) 中 证 明 . Q(V=5)，Q(V=6) 都 不 具有 实 素 
点 , 故而 其 所 有 非 零 元 均 为 全 正 的 . 因此 , 根据 定理 5.21 以 及 例 5.25, 例 5.26 的 断 
言 , 在 Q(V-5) 的 扩 域 Q(V=5, V=D) 以 及 Q(V-6) 的 扩 域 Q(V-6,Cs) 中 , 主 素 理 
想 可 完全 分 解 , 而 非 主 素 理想 则 不 能 完全 分 解 . 

再 者 , 当 K = Q(V=5) 时 , OF 的 非 零 素 理想 全 都 在 K(V-=1) 中 为 非 分 歧 , 这 
个 断言 可 由 命题 5.2 按 下 面 的 方式 得 到 . 根据 命题 5.2, 不 含 2 的 Ok 的 素 理想 在 
K(V-1) 中 为 非 分 歧 . 另外 , 因为 有 K(V=1) = K(V5) c K(Cs), 故 按照 命题 5.2， 
不 含 5 的 Ok 的 素 理想 也 在 K(V-=1) 中 为 非 分 歧 . 而 并 不 存在 既 含 2 又 含 5 的 素 
理想 . 


问题 5 当 K = Q(V-6) 时 , Ok 的 非 零 素 理想 全 都 在 天 (Cs) 中 为 非 分 歧 . 用 上 面 那样 的 
方法 由 命题 5.2 证 明 这 个 断言 . 


在 定理 5.21 中 没有 讲 到 对 于 K 中 素 理想 在 满足 K(a) 2 5 > K 的 域 工 中 的 分 
解 情形 . 要 讲述 它 则 要 把 定理 5.21 进一步 细 化 , 然而 这 几乎 构成 类 域 论 的 全 部 内 容 ， 
我 们 推迟 到 第 八 章 再 去 做 它 . 
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(b) 了 = z2 十 5g2, p= 2? 十 6y?,… 与 类 域 论 


在 (a) 小 节 所 叙述 的 类 域 论 的 内 容 多 少 有 些 抽象 , 然而 由 定理 5.21 却 可 以 对 于 
写 为 形 如 z? + 5y? (z,y e Z) 的 素数 和 写 为 形 如 z? + 6y2 (z,y e 2Z) 的 素数 带 来 具体 
的 结论 , 并 可 以 推导 出 下 面 的 命题 5.27. 设 K 为 二 次 域 , o 为 Gal (K/Q) 的 生成 元 ， 
Nk/Q : K 一 Q 为 模 映射 a 一 ac(a). 例如 , 对 zyeQ， 


Nov=ayao(e+yV-5) = (2 +yV -5)(s —yV-5) = z2 + 5y?, 
No(v=5)/@(T +yV -6) = (2 + yV-6)(z ~ yV -6) = z2 + 6y?. 


命题 5.27 设 玉 为 二 次 域 ,p 为 素数 且 在 上 中 为 非 分 歧 . 这 时 , 下 面 的 (i), (ii)， 
(这 ) 等 价 . 

(i) 存在 ae Ok 使 得 p= Nrya(a). 

(人 i) p 在 域 KK(Ok) 中 完全 分 解 . 

人 ii) 在 Ok 中 (p) = pq, p,q 为 相 异 的 Ok 的 素 理想 , 并 且 p,q 是 由 Ok 中 的 
全 正 元 生成 . 


[证 明 ]  (i) 今 ( 阁 ) 由 在 定理 5.21 中 所 叙述 的 KK 的 扩 域 K(Ok) 的 性 质 得 到 . 

证 明 (i) 3( 击 ). 设 p= Nkyo(a), a e Ok. 如 果 K 为 虚 二 次 域 , a 自然 为 全 正 
的 . 如 果 KK 为 实 二 次 域 , 于 是 K 有 两 个 实 素 点 . 设 其 中 一 个 为 ,: K -RR, 另 一 个 
实 素 点 则 为 .oo : K 一 RR. 如 果 i(a) > 0 因 p = ac(a), 故 有 4oo(a) > 0, 从 而 a 
为 全 正 . 如 果 (a) < 0, 同样 地 , -a 为 全 正 , 而 p = Nkje(-a). 于 是 , 在 任何 情形 下 
都 存在 全 正 的 a es Ok 使 得 p = ao(a). 因为 (p) 为 Ok 中 不 多 于 两 个 的 相 异 素 理 
想 之 积 , 故 (a), (o(a)) 必 为 相 异 的 素 理想 . 于 是 (证) 成 立 . 

证 明 (ii 的. p= (@), 其 中 a 为 Ok 的 全 正 元 . 我 们 来 证 明 p = Ng/jQ(a). 令 
了 三 QB, 6e Ok, 于 是 , p? = ac(a) .Bo(B),ac(@),Ba(B) e ZZ, 且 每 个 都 关 士 ]. 于 是 ， 
ac(a) = tp. 由 于 a 为 全 正 , 故 有 ao(a) =p. 


例 5.28 令 KK=Q(V-5), a = Ok. 根据 命题 5.27, 对 于 素数 p 关 2,5 有 
存在 z,ye Z 使 得 p= z2 + 5y? 
今 p 在 K(a) 中 完全 分 解 
今 2 在 K 中 为 相 异 的 两 个 主 素 理想 的 乘积 . 口 


另外 , 若 依 例 5.25, 则 天 (a) = Q(V=5, VI), 从 而 Q(V=5, VD) 包含 在 Q(Cz0) 
之 中 , 它 对 应 的 (Z/20Z)x 的 子 群 为 


((Z/20Z)X {十 1} 的 核 )n ((Z/20Z)x 一 (Z/4Z)x 半 {1} 的 核 ) 
= {1,3,7,9 mod 20}}N {1,9,13,17 mod 20} = {1,9 mod 20}, 
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根据 定理 5.7 有 
Dp 在 Q(V-5,V-1) 中 完全 分 解 伟 p=1,9 mod 20. 


因此 , 我 们 得 到 结论 : 
存在 z,y eZ 使 得 p=z?+5y? 各 p=1,9 mod 20. 


再 者 , 使 p = 1,3,7,9 mod 20 的 素数 p 在 Q(V-=5) 中 是 完全 分 解 的 ( 表 5.2), 其 中 
如 果 p 三 1,9 mod 20, 则 (p) 在 Z[vV= 引 中 为 主 素 理想 之 积 , 如 果 p = 3,7 mod 20， 
则 表明 它 不 是 主 素 理想 的 积 (参看 在 85.1(b) 中 指出 的 (41), (3), (7), (29) 在 Z[V 引 
中 的 分 解 ). 


例 5.29 同样 地 , 对 于 素数 p 关 2,3 有 


存在 rz,yEZ 使 得 p= z2+6% 心 p 三 17 mod 24. 


这 是 由 令 K = Q(V-6),a = Ok, 然后 利用 命题 5.27, 例 5.26 以 及 作为 Q(Cza) 的 
子 域 的 Q(V=6,Gs) 对 应 于 (Z/24Z)x 的 子 群 {1,7 mod 24} 而 得 到 ， 再 者 , 满足 
2 三 1,5,7,11 mod 24 的 素数 p 在 Q(V-6) 中 为 完全 分 解 ( 表 5.2)， 其 中 , 如 果 
7 三 1,7 mod 24, 则 (p) 在 Z[V=6) 中 为 主 素 理想 之 积 , 如 果 p = 5,11 mod 24, 则 知 
其 不 为 主 素 理想 的 乘积 (参照 在 85.1(b)) 所 指出 的 ,(73), (5), (7), (11) 在 Z[V=6] 中 的 
分 解 ). 

将 命题 5.27 稍微 推广 了 一 点 的 下 面 命题 5.30 也 可 由 定理 5.21 以 与 命题 5.27 同 
样 的 方式 推导 出 来 . 

命题 5.30 设 开 为 二 次 域 ,为 Gal(K/Q) 的 生成 元 ,a 为 Ok 中 满足 ola) =a 
的 非 零 理想 . 此 时 ,下面 的 (i),(i) 等 价 . 

(i) 存在 全 正 的 a E Ok 使 得 Qa 三 1 mod a, 并 且 p= Nx/Q(o). 

(ii) p 在 域 K(a) 中 为 完全 分 解 . 口 


例 5.31 对 于 素数 p 关 2， 


存在 z,y eZ 使 得 p=z? -8y2 成 立 二 >p=1mod8， 
它 可 在 命题 5.30 中 令 K = Q(V3),a = (2) 并 按 下 面 的 方式 得 到 .由 z2 - 8y? 二 
z2 一 2(2y)? 知 ， 


存在 z,y e Z 使 得 p= z? - 8y2 成 立 
今 存在 奇数 > 及 偶数 y 使 得 p = z? -2y? 成 立 
今 存 在 weZIV 引 = Or 使 得 p= Ngjo(a), a=1 mod 2Z[V 下 . 
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如 果 a 不 为 全 正 , 则 以 -a 代替 a, 故 总 可 设 a 为 全 正 . 于 是 根据 命题 5.30, 其 
伟 p 在 K(a) 中 完全 分 解 . 
由 例 5.24, K(a) = Q(Gs), 因此 , 根据 推论 5.8, 其 


兮 D 三 1 mod 8. 口 


例 5.32 设 天 =Q(V=26), a = Ok. 此 时 ,我 们 已 知 K(a) 不 是 Q 的 Abel 扩 
域 . 根据 命题 5.27, 对 于 素数 p 关 2,13 有 


存在 整数 >,y 使 得 p= z2 + 2692 成 立 传 p 在 K(a) 中 为 完全 分 解 . 
根据 定理 5.10, 不 管 以 怎样 的 自然 数 N, 不 可 能 有 形 如 


兮 D 三 … modN 
这 样 的 判断 . 口 
小 结 
5.1 素数 p 是 否 可 以 写 为 z? 十 6y?, p 是 否 是 形 如 z? + 6 的 数 的 素 因数 这 些 事 
情 仅 仅 与 p 在 数 域 中 的 分 解 方式 有 关 . 


5.2 在 分 圆 域 Q(Cw) 的 子 域 中 素数 p 的 分 解 方式 由 p mod N 决定 . 

5.3 二 次 域 是 某 个 分 圆 域 的 子 域 . 因而 在 二 次 域 中 素数 p 的 分 解 方式 由 对 某 个 
的 p mod N 决定 , 二 次 剩余 的 互 反 律 可 以 解释 为 这 个 事实 的 表现 . 

5.4 在 数 域 K 的 Abel 扩 域 中 , K 的 素 理想 的 分 解 方式 也 与 在 分 圆 域 的 子 域 
中 素数 的 分 解 方式 有 相同 的 法 则 . 


习题 


5.1 列举 Q(Cs) 所 有 子 域 , 在 其 每 个 子 域 中 完全 分 解 的 素数 有 哪些 ? 

5.2 对 于 Q(Cis), 问 上 面 的 同样 问题 

5.3 Fermat 断言 “使 p = 3,7 mod 20 成 立 的 素数 p 不 能 写成 z22+5y? (zy € 2Z) 
的 形式 , 而 这 样 的 两 个 素数 的 积 则 可 写成 z2 + 5y? (z,y e Z) 的 形式 , 我 自己 大 概 是 
证 不 出 来 了 ”. 请 对 此 进行 考察 . 

5.4 设 p 为 素数 , N 为 自然 数 . 

(1) 利用 了 为 p 一 1 阶 循环 群 的 事实 (附录 8B.4) 证 明 p = 1 mod N 的 论断 与 
F, 具有 1 的 N 次 本 原 根 的 断言 等 价 . 

(2) 由 (D 中 N = 4 的 情形 推导 出 对 于 奇 素数 p 成 立 (2) EC 
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在 这 一 章 中 我 们 将 看 到 数 域 与 单 变 代数 函数 域 之 间 惊 人 的 相似 之 处 (86.1), 而 
数 域 与 有 限 域 上 的 单 变 代数 函数 域 被 统称 为 整体 域 , 我 们 还 将 考虑 被 称 做 整体 域 的 
局 部 化 的 对 象 (86.2). 有 理 域 Q 的 局 部 域 有 实 域 R, 以 及 对 于 每 个 素数 p 的 p 进 域 
Qp. 像 在 第 二 章 中 , 我 们 把 @ 嵌入 到 及 和 Q 中 进行 了 考虑 那样 , 把 整体 域 放 回 到 
局 部 域 去 考察 是 当代 数论 的 基本 态势 . 在 86.4 中 我 们 将 用 把 局 部 域 捆 绑 在 一 起 给 出 
的 阿 代 尔 (adale) 环 、 以 及 所 谓 的 伊 代 尔 (idale) 群 、 去 证 明 第 四 章 出 现 的 “理想 类 群 
的 有 限 性 ”,“Dirichlet 单位 定理 ”. 


86.1 数 与 函数 的 惊人 类 似 


(a) 整数 与 多 项 式 的 类 似 
整数 环 Z 与 以 域 5 上 单 变量 多 项 式 环 


k[T]= 位 er 10 0,an E 叶 
n=0 


像 亲 兄弟 那样 有 许多 的 相似 点 . 首先 , 都 是 主 理想 整 环 . 其 次 , 都 是 唯一 分 解 整 环 , 其 
非 零 也 非 可 逆 的 元 可 表示 为 素 元 的 乘积 , 并 且 除 了 相差 可 逆 元 因子 外 这 个 表示 是 唯 
= 的 

问题 1 设 k 为 域 . 

(1) 证 明 k[T] 的 可 道 元 全 体 是 kX. 

(2) 称 k[T] 的 素 元 为 不 可 约 多 项 式 . 利用 C 为 代数 闭 域 证 明 C[T] 的 元 为 不 可 约 多 项 式 等 价 
于 其 为 一 次 式 . 对 于 RR[T], 证 明 其 不 可 约 多 项 式 等 价 于 它们 为 一 次 式 或 者 为 aT?+bT+c (a,b,c € 
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民 ,a 关 0, 一 4ac < 0) 的 形式 . 

问题 2 在 Euclid 的 《几何 原本 》 中 的 “存在 无 穷 多 个 素数 ”的 证 明 为 “假设 p1,… ,pn 为 
所 有 的 素数 , 令 N = Pi …pn 十 1, 则 N 的 素 因子 不 是 p1,… ,pn 中 的 任 一 个 (因为 p1,… ,pn 
中 的 任 一 个 去 除 N 都 余 1). 因此 存在 不 同 于 p1,… ,pn 的 素数 , 引出 矛盾 ". 对 于 域 ,以 kIT] 
中 类 似 于 对 Z 的 Euclid 的 方法 证 明 在 k[T] 中 存在 无 穷 多 个 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 .( 注 : 
如 果 为 无 限 域 , 7 一 a (a e 及 ) 为 首相 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 , 但 这 个 推理 当 为 有 限 域 时 
不 能 再 用 .) 


然而 Z 与 k[7] 的 相似 之 处 并 不 止 于 都 是 主 理想 整 环 这 一 点 . 特别 当 为 有 限 
域 时 , 无 论 是 后 面 第 七 章 中 论述 的 5 函数 的 理论 , 还 是 第 八 章 中 的 类 域 论 , 都 存在 Z 
与 k[7] 共同 具有 的 深刻 的 理论 . 像 二 次 剩余 的 互 反 律 也 存在 下 面 的 类 似 物 (6.1): 

设 2 为 非 2 的 素数 , f,g e FIT] 为 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 , 则 有 

(6.1) (2 的 = (1) 3 deg()aeeo)， 

其 中 (4) 由 f 在 Fo[T]/(g) 中 的 像 是 否 为 平方 元 而 取 值 1, -1，(?) 以 同样 方式 定 
义 , deg(f), deg(g) 分 别 是 f,g 作为 多 项 式 的 次 数 . (6.1) 将 在 关于 类 域 论 的 第 八 章 的 
88.2(d) 中 给 予 证 明 . 

因此 追寻 2 与 [7] 这 样 的 类 似 , 就 像 以 下 所 论述 的 那样 , 是 极 有 神 益 的 . 


(b) 素数 与 点 的 类 似 


就 忆 与 k[T] 进行 比较 而 言 , 与 kT] 有 关 的 东西 可 以 给 予 “ 几 何 解释 " 的 有 很 
多 . 譬如 整数 有 像 


(6.2) 18=3x 
这 样 的 素 因子 分 解 , 类 似 的 , C 系数 的 多 项 式 也 有 这 样 的 素 元 分 解 
(6.3) Ts 一 8T2 十 167 = 了 T(T -4). 


当 把 了 看 作 复 变量 时 , 素 元 分 解 (6.3) 可 表示 为 “函数 Ta ~ 8T? + 167 在 复 平面 上 
的 点 工 = 0 具有 1 阶 零点 , 在 点 全 = 4 具有 2 阶 零点 , 而 在 复 平面 的 其 他 点 则 不 具 
有 和 零点". 也 就 是 说 , 能 够 对 素 元 分 解 (6.3) 作出 “函数 Ts ~ 872 + 167 在 复 平面 的 
各 点 处 所 看 到 的 局 部 性 质 ” 这 样 的 几何 解释 . 

追寻 其 类 似 性 . 那么 , 素 因子 分 解 (6.2) 有 


ordz(18) = 1, ords(18) = 2, 对 于 2,3 以 外 的 素数 p, ordn(18) = 0， 


这 使 我 们 感觉 到 它 可 表述 为 “18 在 素数 2 处 具有 1 阶 零点 , 在 素数 3 处 具有 2 阶 堆 
点 , 而 在 其 他 素数 处 不 具有 零点 "在 第 二 章 中 我 们 曾 多 次 使 用 关于 了 的 ordp 进行 
讨论 , 这 就 是 “在 p 处 进行 局 部 考察 ”, 以 便 能 得 到 “几何 式 的 ” 感觉 
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当然 , 即使 在 试 着 追寻 素数 与 复 平面 的 点 的 相似 性 ， 作 为 不 同 对 象 的 素数 与 复 
平面 的 点 ,人 们 头脑 中 能 够 想起 复 平面 的 样子 来 , 还 可 以 一 面 把 复 平面 想 成 是 地 面 
而 一 面 在 上 面 行走 , 而 在 素数 的 情形 , 如 果 一 边 清晰 地 想起 全 体 素数 的 状态 一 边 在 
上 面 行走 就 不 能 使 人 理解 , 这 确实 令 人 遗憾 . 尽管 如 此 , 追寻 这 种 类 似 性 产生 了 像 要 
在 下 面 阐述 的 在 数论 和 代数 几何 中 思考 方法 上 的 进步 . 


(c) p 进 数 与 Laurent 级 数 的 类 似 
1900 年 左右 , Hensel 定义 了 p 进 数 , 它 追 寻 了 素数 与 复 平面 的 点 的 类 似 性 . C 系 
数 的 有 理 函 数 , 例如 就 像 我 们 看 到 的 有 理 函 数 zt 在 点 了 = 1 的 Laurent 展开 


FED Ft 


的 那样 ,在 复 平面 的 各 点 T= a (a E C) 上 可 展开 为 Laurent 级 数 ca(T - 


an” (m < Zcn e C) 的 形式 . C 系数 的 有 理 函数 全 体 的 域 C(T) 可 按 这 种 入 式 赔 入 
到 对 各 个 a e C 的 形式 震级 数 域 


cr-o)- {oro ne eec) 


n=m 


中 . 而 有 理 数 , 例如 
$=3-1+2 -2 +2 
可 这 样 按 2 进展 开 从 而 嵌入 到 Q2 中 . 对 于 每 个 素数 p 的 p 进展 开 , Q 都 嵌入 到 Q@， 


中 , 这 些 正 是 在 数论 中 作为 Laurent 级 数 的 类 似 物 而 被 发 现 的 . 
(d) 无 限 素 点 与 无 穷 远 点 的 类 似 


像 在 第 二 章 所 见 到 的 , 考虑 将 @ 嵌入 到 及 , 以 及 嵌入 到 对 每 个 素数 p 的 Q, 是 
有 好 处 的 . 那么 , 考虑 将 Q@ 嵌入 到 Q; 便 与 将 C(T) 嵌入 到 C((T - a)) (a e C) 相似 
时 , @ 嵌入 到 R 中 又 与 C(T) 嵌入 到 什么 地 方 相似 呢 ? 

在 复 变 函 数论 中 , 考虑 在 复 平面 上 附加 了 一 个 叫做 无 穷 远 点 的 对 象 , 想 成 在 复 平 
面 上 从 0 出 发 不 断 趋向 远 处 而 靠近 了 无 穷 远 点 , 于 是 在 此 无 穷 远 点 处 的 有 理 函 数 展 
开 为 Laurent 级 数 时 , 便 将 C(T) 嵌入 到 了 C(( 示 )) 之 中 . 我 们 可 以 将 C(T) 到 C(( 才 )) 
的 嵌入 考虑 为 Q 到 R 的 嵌入 的 类 比 (图 6.1). 


CQ CCcGT-UD) 
R>2QcoQ， cd 二 )> ca) cee) 
Saq， S cr-4) 


图 6.1 
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在 84.2 中 , 称 Q@ 到 R 的 嵌入 为 @ 的 无 穷 远 素 点 , 这 个 叫 法 是 从 无 穷 远 点 的 类 
比 而 来 的 . 

C(T) 的 非 零 元 在 复 平面 的 所 有 点 以 及 在 无 穷 远 点 的 阶 数 的 总 和 为 零 (但 是 , m 
重 零点 的 阶 数 为 m, 而 m 阶 极点 的 阶 数 为 -m, 既 不 是 零点 也 不 是 极点 的 阶 数 则 为 
0). 例如 , 73 一 872? 二 167 在 无 穷 远 点 处 的 Laurent 展开 为 (去 )-3 一 8( 去 )-2 十 16( 示 )-!， 
故 在 无 穷 远 点 的 阶 数 为 -3, 而 阶 数 的 总 和 为 

(T=0 处 的 阶 数 )+(T = 4 处 的 阶 数 )+( 无 穷 远 点 处 的 阶 数 )= 1 二 2 + (-3) = 0. 
与 此 类 似 地 , 对 于 有 理 数 a 头 0 成 立 


(到 xlal=1 


(其 中 | lp 为 了 进 绝对 值 , | | 为 通常 的 实数 的 绝对 值 ). 例如 ， 


二 
(I pan x 18|= |18|> x |18|s x |18| = 23*5*18=1. 
:素数 


(e) 数 域 与 单 变量 代数 函数 域 的 类 似 


数 域 是 Q 的 有 限 扩 域 , 而 另 一 方面 , 称 域 k 的 扩 域 中 那些 在 k(T) 上 有 限 次 及 
其 k- 同 构 域 为 k 上 的 单 变量 代数 函数 域 (algebraic function field in one variable). 例 
如 , 在 k(T) 上 把 T3 + 1 的 平方 根 VT3 十 1 添加 上 构成 的 域 k(T, VT3 十 了 ), 是 k(T) 
的 二 次 扩张 , 故 为 g 上 的 单 变量 代数 函数 域 . 

艺 与 k[7] 类 似 , 它们 的 分 式 域 Q 与 k(T) 类 似 , 如 果 考 虑 它们 的 有 限 次 扩张 , 则 
数 域 与 单 变 代数 函数 域 类 似 . 

在 此 , 我 们 假若 拿 Q 的 二 次 扩 域 Q(V=36) 和 C(T) 的 二 次 扩 域 C(T, VTS 二 DT) 
作为 类 似 的 对 象 进行 对 比 , 那么 , Q(V=36) 的 整数 环 Z[V=39], 即 Z 在 Q(V=36) 中 
的 整 闭 包 , 是 Z[V=26], 而 C[T] 在 C(T, VT3 二 1) 中 的 整 闭 包 为 


CIT, VT3+1]={f+gvVT3+1|f,ge Cn} 


(对 其 为 整 闭 包 的 断言 可 参看 86.3 例 6.48)， 这 便 是 所 看 到 的 类 似 对 象 的 一 个 对 
比 . Z[V-26] 是 个 Dedekind 环 但 不 是 主 理想 整 环 , 与 其 相似 地 ,， C[T, VT3 二 了 ] 也 
是 Dedekind 环 而 非 主 理想 整 环 . 在 像 Z[V=36] 这 样 的 数 域 的 整数 环 中 , 非 零 素 理想 
作为 素数 的 替代 角色 是 非常 重要 的 对 象 . 在 下 面 , 我 们 来 叙述 这 些 作为 2Z[V=26] 的 
非 零 素 理想 的 类 似 对 象 的 CI[T, VT3 十 了 的 非 零 素 理想 却 具有 作为 “点 ”的 几何 意 
义 . 请 见 下 面 的 对 应 表 . 

我 们 来 说 明 C[T, VT3 十 了] 的 非 零 素 理想 一 一 对 应 于 几何 对 象 的 集合 


U={(zy) eCxC|y=7+1} 
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表 6.1 _ 相 似 性 的 对 应 表 


了 CD] 
素数 复 平面 的 点 
ZIVE 细 | CIT, VT3+1] 
ZIv=36] 的 非 零 素 理想 {(z,W)y? 三 3 十 1} 的 点 


的 点 . 为 此 , 首先 把 CIT,VT3 十 了 的 元 看 作 在 U 上 定义 的 复 值 函 数 . 把 CITMVIs 十 刁 
的 元 7 了 看 作对 U 的 点 给 予 其 x 坐标 的 函数 U 一 C : (z,y) 一 z. 那么 , 对 U 的 点 
给 予 其 y 坐标 的 函数 时 , 它 的 二 次 宕 与 T3+1:D 一 C: (z,y) 收 +1= 妨 相 
等 , 从 而 是 Ts + 1 的 平方 根 . 这 里 , 我 们 把 VT3 十 1 看 作 是 函数 U 一 C: (z,y) 一 沙 
把 CT, VT3 二 了] 的 元 f+gVT3 十 1 (f,g e C[T]) 看 作 是 函数 U 一 C : (2z,y) 一 
f(z) +g(z)y, 而 CIT, VT3 十 了 便 被 看 作 是 定义 在 VU 上 的 函数 所 构成 的 环 . 另外 , 正 
如 下 面 表 6.2 的 第 二 栏 所 表示 的 那样 , U 的 点 一 一 对 应 于 CIT, VT3 十 了 的 非 零 素 理 
想 . 这 是 表 6.2 的 第 一 栏 中 复 平面 的 点 与 C[T] 的 非 零 素 理想 一 一 对 应 的 推广 形式 . 


表 6.2 
C 的 点 于 CIT] 非 零 素 理想 
点 a EC 素 理 想 {f ecClTllf(o=0= 人 一 oa 
立 的 点 如 CIT, VT5 二 的 非 零 素 理想 
点 (a6) EU 二 素 理想 {f € CIT, VT3 寺 了 f(a,B)=0}=(T -a,VTS+1-p) 


从 CE] 的 元 的 素 元 分 解 可 看 出 这 个 元 在 复 平 面 各 点 的 局 部 性 质 同样 ， 从 
CT, VT3 十 了 | 的 元 的 素 理想 分 解 也 可 看 出 它 在 U 的 各 点 的 局 部 性 质 ， 我 们 记 对 
应 于 UV 的 点 (a, 6) 的 CIT, VT3 十 了 的 非 零 素 理想 为 pp. 例如 , CIT, VT3 十 耻 的 
元 了 的 素 理想 分 解 为 

(T) = polpo,-+ 


这 个 素 理想 分 解 所 表示 的 意思 是 “函数 了: U 一 C:(z,y) zz 以 点 (01 EU 和 点 
(0, -1) e U 为 零点 , 并 上 且 不 再 具有 其 他 的 零点 ”. 


(f) 探索 类 比 性 的 好 处 


19 世纪 以 来 , 由 于 探索 数 域 与 单 变 代数 函数 域 的 相似 性 , 刺激 了 由 数 域 引出 的 
数论 以 及 由 单 变量 代数 函数 引起 的 代数 几何 的 研究 , 取得 了 令 人 兴奋 的 进展 . 我 们 来 
举 出 它们 中 特别 显著 的 例子 . 

(1) 单 变量 代数 函数 论 对 数论 的 好 影响 

如 我 们 已 经 谈 到 过 的 那样 , p 进 数 域 Q 是 以 探讨 Q 与 C(T) 的 类 似 性 而 导入 
的 , 是 具 好 影响 的 显著 例子 . 
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在 第 二 章 中 , 当 研究 二 次 曲线 az? + by? = c (a,b,c e Qx) 在 Q 中 是 否 有 解 时 ， 
首先 考察 比 在 Q 中 更 加 容易 的 、 在 Q 和 有 中 是 否 有 解 . 通过 类 比 改 用 成 几何 式 的 
说 法 , 即 是 首先 对 问题 在 各 个 点 进行 局 部 的 考察 , 然后 将 它们 整合 , 得 到 了 关于 整体 
的 结论 . 对 于 不 一 定 是 有 理 数 域 的 一 般 数 域 , 像 在 86.2 中 介绍 的 , 类 似 于 & 被 嵌入 
到 Q 或 者 R 中 那样 , 定义 数 域 到 那些 称 作 局 部 域 的 域 中 的 嵌入 .首先 进行 在 局 部 
域 中 的 考察 (局 部 的 考察 ) 然后 整合 它们 (整体 域 的 考察 ) 从 而 得 到 在 数 域 中 的 结 
果 , 这 便 是 成 为 了 现代 数论 中 的 基本 方法 . 先 了 解 局 部 的 现象 , 再 整合 它们 从 而 弄 清 
整体 域 的 现象 . 这 个 几何 的 研究 态度 以 追寻 类 比 的 方式 被 引入 到 数论 中 , 成 为 了 一 
种 有 效 的 方法 . 

再 者 《数论 工 》 将 要 讲解 的 岩 泽 (Iwasawa) 猜想 也 是 基于 数 域 和 单 变量 代数 函 
数 域 之 间 的 惊人 相似 之 上 的 . 

单 变量 代数 函数 域 比 起 数 域 来 , 单 变量 代数 函数 域 要 容易 一 些 .在 考虑 数 域 中 
的 问题 时 ,首先 考虑 其 在 单 变量 代数 函数 域 中 的 相应 问题 以 作为 参考 , 这 种 情形 到 
今天 为 止 多 次 出 现 , 大 有 神 益 . 

(2) 数论 对 代数 几何 的 好 影响 

如 前 所 述 , UV = {(z,y) e C x C | 她 = za +1} 的 点 对 应 于 环 的 素 理想 , 这 个 UV 
是 一 个 代数 入 的 例子 . 理想 论 原本 是 为 了 克服 “在 数 域 的 整数 环 中 不 能 很 好 地 进行 
素 元 分 解 的 理论 ”而 创立 的 (84.2); 受到 代数 徐 的 点 , 与 如 上 所 述 的 环 的 素 理想 之 间 
的 对 应 的 理想 论 的 促进 , 作为 关于 代数 徐 理 论 的 代数 几何 发 展 了 起 来 . 这 是 依照 控 
索 类 似 性 而 只 | 进 了 数论 方法 ”的 成 功 . 

另外 , 像 要 在 第 七 章 中 讲述 的 那样 , 在 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 中 考虑 了 
数论 中 的 函数 的 类 似 对 象 . 对 于 这 个 类 似 对 象 的 研究 把 代数 几何 与 < 函数 联系 了 
起 来 , 产生 了 被 称 做 Weil 猜想 的 猜想 , 并 给 代数 几何 带 来 了 巨大 的 变革 

由 于 这 种 对 数 域 与 单 变量 代数 函数 域 的 比较 是 有 益 的 , 在 本 书后 面部 分 我 们 将 
在 这 两 者 范围 内 进行 平行 的 处 理 , 然而 本 书 的 目标 是 在 数 域 方面 , 故 关于 单 变量 代 
数 函 数 域 的 议论 常常 会 省 略 . 
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(a) 素 点 的 定义 


在 第 二 章 中 讨论 二 次 曲线 时 , 我 们 看 到 了 利用 实数 的 光芒 (威力 ) 以 及 各 个 素数 
加 在 一 起 的 素数 的 光芒 (威力 ), 能 凸现 有 理 点 的 样子 . 不 管 在 一 般 的 数 域 也 好 , 单 变 
量 代数 函数 域 也 好 , 这 些 光 芒 之 中 都 有 “ 素 点 的 光芒 ” 在 其 中 . 在 所 有 素 点 的 光芒 照 
耀 之 下 , 数 域 以 及 单 变量 代数 函数 域 的 真实 面貌 便 凸 现 了 出 来 . 

首先 我 们 给 出 下 面 的 数 域 K 的 素 点 的 定义 . 
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称 K 的 整数 环 Ok 的 非 零 素 理 想 为 K 的 有 限 素 点 (finite place). (“place” 在 中 
文 的 经 典 文献 中 翻译 成 “位 ”, 而 在 Grothendieck 的 概 形 理论 中 就 叫 “ 点 ”而 没有 任 
何 修饰 词 . 这 里 讲 的 是 数论 , 故我 们 沿用 日 文 仍 叫 其 为 “ 素 点 ”一 一 译注 .) 在 84.2(e) 
中 我 们 曾 定义 K 到 R 或 到 C 的 域 同 态 为 K 的 无 限 ( 素 ) 点 (place at infinity) (但 
以 C 的 复 共 思 映 射 复合 成 的 域 同 态 看 成 是 同一 个 无 限 素 点 )、K 的 有 限 素 点 与 无 限 
素 点 合 起 来 统称 为 K 的 素 点 (place). 

所 叫 的 “ 素 点 ”这 个 名 字 , 追寻 了 在 前 节 所 讲 过 的 素数 及 素 理想 与 点 的 类 比 从 
而 是 素数 和 素 理想 的 “ 素 ”与 “点 ”的 混合 物 . 

数 域 的 有 限 素 点 和 无 限 素 点 的 定义 乍 看 起 来 感到 有 本 质 性 的 不 同 . 然而 , 如 果 
我 们 将 Q 的 有 限 素 点 考虑 为 Q 在 Q; 的 嵌入 , Q 的 无 限 素 点 考虑 为 Q 在 及 的 嵌入 ， 
就 会 感觉 它们 具有 相同 的 性 质 了 . (对 此 , 可 参照 (d) 小 节 命题 6.14.) 

下 面 , 我 们 来 定义 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 K 的 素 点 . K 与 k(T) 的 某 个 有 限 
次 扩 域 上 同 构 . 我 们 固定 一 个 这 样 的 同 构 , 从 而 将 K 看 作 k(T) 的 有 限 次 扩 域 . 多 项 
式 环 k[T] 在 K 中 的 整 闭 包 记 为 4, 而 IT-1] 在 K 中 的 整 闭 包 记 为 B. 则 4,B 为 
Dedekind 环 (附录 8A.1). 我 们 把 k[Z] 看 成 是 Z 的 类 比 对 象 , 4 是 数 域 的 整数 环 的 
类 比 , 而 KIZ-]] 的 素 理想 (T-!) 想 成 是 @ 的 无 限 素 点 的 类 比 . 于 是 , 4 的 非 零 素 理 
想 ( 数 域 中 有 限 素 点 的 类 比 ) 与 B 中 包含 了 T-1! 的 非 零 素 理想 ( 数 域 的 无 限 素 点 的 
类 比 ) 合 起 来 , 被 称 为 K 的 素 点 . 

然而 , 在 这 个 定义 中 , K 的 素 点 是 根据 把 K 当 作 k(T) 的 有 限 扩 域 的 观点 而 形 
成 的 . 下 面 的 (b) 小 节 中 , 不 再 依照 这 样 的 观点 而 给 出 了 单 变量 代数 函数 域 的 素 点 
定义 . 

(b) 离散 赋值 与 离散 赋值 环 


作为 对 于 素数 p 的 ordp : Qx 一 Z 以 及 对 于 在 复 平面 的 各 点 P 的 阶 数 ordp : 
C(T)* 一 Z 的 推广 , 我 们 来 考虑 所 谓 的 离散 赋值 (discrete valuation). 


定义 6.1 设 K 为 域 . K 的 离散 赋值 是 一 个 满 的 群 同 态 v : Kx 一 Z, 上 且 满足 下 
面 的 条 件 . 令 v(0) = co, 从 而 将 v 定义 在 整个 K 上 . 此 时 ， 


条 件 : 如 果 z,y € K, 则 v(z +y) > min(v(z),v(y)). 口 


例 6.2 设 p 为 素数 ,此 时 的 p 进 赋值 ordr : Qx 一 ZZ 是 Q 的 一 个 离散 赋值 .更 
一 般 地 , 设 4 为 Dedekind 环 , K 为 其 分 式 域 , 并 设 p 为 4 的 一 个 非 零 素 理想 . 我 们 
定义 ordp : Kx 一 了 为 


a (o) 的 素 理想 分 解 表达 式 中 p 的 指数 
(就 是 说 , 当 (a) = Taeto, 其 中 g 遍历 4 的 非 夫 素 理想 时 , 定义 ordp(a) = ep) 
那么 , ordp 便 是 K 的 一 个 离散 赋值 5 
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我 们 略 去 了 下 面 断言 的 证 明 , 这 些 断 言 是 : 当 设 K 为 数 域 时 , 从 K 的 全 部 有 限 
素 点 的 集合 到 K 的 全 部 离散 赋值 的 集合 的 满 单 射 由 p ordp 给 出 . 另外 , 设 天 为 
域 : 上 的 单 变量 代数 函数 域 , 从 天 的 全 部 素 点 的 集合 到 K 的 满足 x(kx) = {0} 的 
全 部 离散 赋值 的 集合 的 满 单 射 由 p 一 ordp 给 出 . 

根据 这 个 事实 , 也 可 定义 域 : 上 单 变量 代数 函数 域 K 的 素 点 为 满足 v(k*) = 0 
的 K 的 离散 赋值 , 这 与 前 面 的 定义 不 冲突 . 这 样 定义 后 , 单 变量 代数 函数 域 的 素 点 
的 定义 就 不 再 需要 把 K 看 成 是 k(T) 的 有 限 扩张 的 观点 而 形成 的 了 . 

我 们 汇集 一 些 有 关 离 散 赋 值 的 基础 事实 . 


定义 6.3 设 ” 为 域 K 的 一 个 离散 赋值 , 则 称 K 的 子 环 
{z€ Klv(z) > 0} 


为 v 的 赋值 环 (valuation ring). 口 
例 6.4 p 为 素数 时 ,了 进 赋值 ordy : Qx -2 的 赋值 环 为 Zn 二 { 几 | ne 
"不 被 ? 除 尽 上 p 进 赋值 ordy : Qx -2 的 赋值 环 为 Z。 站 


例 6.5 取 a se C, 对 应 于 CI7] 的 素 理想 (T - a) 的 ord(r_o) : CCDx 一 2 即 
是 考虑 “在 点 a 的 阶 数 ” 所 给 出 的 离散 赋值 . 这 个 离散 赋值 的 赋值 环 为 


{fe C(T) | 7 在 点 a 为 正则 }. 口 
例 6.6 设 为 域 . 定义 形式 寡 级 数 域 K((Z)) 的 工 进 赋值 v : K((T))x -2 为 : 
对 f= 2 anT” (an € k,am 天 0), v(f) = m. 此 时 , > 的 赋值 环 等 于 形式 寡 级 数 环 


n=m 


ALT) = (er 
n=0 


引 理 6.7 

(有 ) 设 vv 为 域 KK 的 一 个 离散 赋值 ，4 为 其 赋值 环 . 于 是 , A 为 主 理想 整 环 , 从 而 
为 Dedekind 整 环 . 4 的 非 零 素 理想 只 有 p= {zeEK|v>1}, 而 wv 与 ordp 相同 . 取 
元 ae 五 使 得 ordp(a) =1, 则 p= (oa), 而 4 的 所 有 理想 是 (an) = {ze 天 | z(z) > 
人 (n 之 0) 和 0. 4 的 所 有 分 式 理想 均 由 (an) = {ze 天 | v(z) 关 让 (nEZ) 给 出 .p 
也 是 4 的 唯一 的 极 大 理想 . 另外 , 4x = {ze 天 x | v(z) = 0}. 

(2) 反 过 来 , 设 4 为 Dedekind 整 环 , 且 其 非 零 素 理想 只 有 唯一 的 一 个 . 令 卫 为 
此 素 理想 , 则 4 与 离散 赋值 ordp 的 赋值 环 相等 . 

(3) 对 于 整 环 A 下 面 的 (i), (iD，(iii) 等 价 . 

(i 4 为 4 的 分 式 域 的 某 个 离散 赋值 的 赋值 环 . 

(i) 4 为 主 理想 整 环 , 且 4 的 非 零 素 理想 只 有 唯一 的 一 个 . 

( 道 ) 4 为 Dedekind 环 , 且 4 的 非 零 素 理想 只 有 唯一 的 一 个 . 


an E 小 v 等 于 对 应 于 k[[T]] 的 素 理想 (T) 的 ordom， | 
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[证 明 ] “(1) 设 4 为 离散 赋值 v 的 赋值 环 , a 为 K 中 使 v(a) = 1 的 元 . 取 a 
为 4 的 任 一 非 零 理想 , 并 令 n = min{v(z)|lz es a}, 则 容易 知道 有 a = (a") = {z e 
K | v(z) > n}. (1) 其 余部 分 均 可 由 此 推导 出 来 ( 因 其 证 明 容易 故而 略 之 ). 


(2) 的 证 明 也 很 容易 , 而 (3) 可 由 (1) 和 (2) 得 出 . 和 
定义 6.8 称 满足 引 理 6.7(3) 的 相互 等 价 的 一 个 条 件 的 整 环 为 离散 赋值 环 (dis- 
crete valuation ring). 口 


定义 6.9 当 > 为 天 的 一 个 离散 赋值 , 4 为 v 的 赋值 环 , p 为 4 的 那个 唯一 的 

非 零 素 理想 时 , 我 们 称 4/p 为 v 的 剩余 (类 ) 域 (或 者 “4 的 剩余 域 ", 或 者 在 "已 
经 清楚 时 , 简单 地 称 为 “K 的 剩余 域 ?). 称 p 的 生成 元 为 “4 的 (或 者 K 的 ) 素 元 ”. 
口 


例 6.10 例 6.4 的 p 进 赋 值 ordp : Qx 一 Z, ordp : QX 一 Z 的 剩余 域 全 都 是 
F", 例 6.5 的 离散 赋值 的 剩余 域 为 C, 例 6.6 的 k((T)) 的 剩余 域 为 大 . 品 


注 记 6.11 复数 域 C 上 的 单 变量 代数 函数 域 上 所 取 的 素 点 具有 如 下 的 意义 . 例 
如 C(T) 与 对 C 添加 上 无 限 远 点 后 在 整个 Cu {co} 上 定义 的 有 理 函数 全 体 相等 . 这 
个 Cut{ee} 与 C(T) 的 全 部 素 点 被 看 作 一 样 的 Riemann 在 19 世纪 中 叶 证 明了 C 
上 任意 的 单 变量 代数 函数 域 K 与 所 谓 的 “K 的 Riemann 面 ” 上 所 定义 的 全 部 有 理 
函数 是 相同 的 . 这 个 “K 的 Riemann 面 ”, 作为 集合 , 就 是 K 的 全 部 素 点 . 对 应 于 天 
的 素 点 的 离散 赋值 给 出 了 有 理 函 数 在 该 点 的 阶 数 . 


再 者 , 如 果 用 概 形 理论 的 观点 , 一 般 的 域 x: 上 的 单 变量 代数 函数 域 K 的 素 点 具 
有 下 面 的 几何 意义 . 在 前 面 小 节 (a) 中 出 现 的 环 4 的 全 部 素 理想 与 环 B 的 全 部 素 
理想 可 被 黏合 成 上 的 代数 曲线 , K 即 等 同 于 此 代数 曲线 的 “函数 域 ", K 的 素 点 即 
被 视 为 此 代数 曲线 的 点 . 

对 于 这 些 我 们 不 再 进行 解释 了 , 但 这 个 注 记 6.11 还 是 说 明了 下 面 的 事 . 作为 单 
变量 代数 函数 域 K 的 全 部 素 点 形成 了 具有 几何 解释 的 空间 , 而 作为 86.2 的 开头 说 
过 “在 素 点 的 光芒 照 炮 下 凸现 出 了 K 的 真实 面貌 ”, 那么 作为 在 这 个 几何 空间 上 存 
在 的 函数 所 形成 的 域 , 也 应 表现 出 具有 几何 解释 的 K 的 面貌 来 . 

问题 3 证明, 对 于 域 K 的 离散 赋值 v, z,y e K, 如 果 v(z) > v(y), 那么 v(z 十 y) = v(y). 

(c) 完备 化 


像 完 备 化 Q 得 到 p 进 数 域 Qw 那样 , 当 给 定 域 K 的 离散 赋值 时 , 也 能 得 到 关于 
v 的 天 的 完备 化 域 Ku. 因为 天 ,的 构造 方法 与 82.4 中 叙述 的 Qu 的 是 相同 的 , 故 
只 简单 叙述 一 下 . 

“根据 来 决定 K 的 拓扑 ”是 以 在 各 元 ce K 给 出 基本 邻 域 系 (你 )n>l: 


m={zEéK|v(r—a)>n} 
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来 定义 的 . 这 个 拓扑 , 在 取 0 < c < 1 的 实数 。 并 在 K 中 定义 一 个 距离 如 。 为 


cry) zr#¥ y 
du,c(T,Y) = 
0 T=Yy 


时 , 与 这 个 距离 所 给 出 的 拓扑 相同 . 

对 于 距离 de 的 Cauchy 序列 , 在 此 拓扑 下 不 一 定 收敛. 使 得 Cauchy 序列 均 收 
敛 的 对 于 此 距离 K 的 完备 化 . 即 关于 这 个 距离 的 所 有 Cauchy 序列 的 等 价 类 所 构成 
的 空间 , 我 们 称 之 为 K 关于 vw 的 完备 化 (completion), 记 为 K,. K, 只 依赖 于 而 
与 c 的 选取 无 关 . 这 是 因为 K 中 的 序列 是 否 是 Cauchy 序列 , 两 个 Cauchy 序列 是 
否 是 等 价 , 只 依赖 于 v, 而 与 c 的 选取 无 关 . 

例如 , @Q 的 关于 p 进 赋值 ord; 的 完备 化 是 Qv. 

在 K, 中 可 自然 地 赋予 域 的 结构 . 另外 , K 的 离散 赋值 v 可 自然 地 延 拓 到 KK, 
上 , 我 们 仍 以 wv 记 此 延 拓 . 对 于 v 所 决定 的 K 的 拓扑 , K 在 K, 中 稠密 . 

Qn 可 以 作为 北极 限 limZ/p"Z = Z, 的 分 式 域 得 到 , 我 们 在 下 面 将 其 推广 . 


设 4 为 Dedekind 环 , K 为 4 的 分 式 域 , p 为 4 的 一 个 非 零 素 理想 , 考虑 
v= ordp : Kx 一 Z. 记 K, 的 赋值 环 为 A 人 的 唯一 的 素 理想 为 , 则 成 立 


A/p" S A/p", pA=P", lim A/p" S lim A/p" ~ A, 


从 而 可 将 K 看 成 与 lim A/p" 一 样 . Ks 的 剩余 域 为 4/p, 完备 化 不 改变 剩余 域 . 


例 6.12 设 4= kIT],K = k(T), a € k, p = (T 一 a), K 的 关于 ordp 的 完 
备 化 可 看 为 与 形式 震级 数 域 K((T - a)) 一 样 . 要 看 出 这 一 点 , 我 们 按照 上 面 所 说 的 
事实 , 只 要 知道 im 4/pn 涯 k[[T 一 a] 就 可 以 了 ; k[T]/(T - oj” 的 元 可 以 唯一 地 写 
为 oo 二 a 一人) 十:… 十 oni(T 一 a)*-! (cosel,.… ,cn_1 e 月 的 形式 , 从 而 可 知 
limk[T]/(T 一 a)” 的 元 是 由 co,c1,… 依次 决定 而 形成 的 . 口 


给 出 了 离散 赋值 v 的 域 K, 当 其 Cauchy 序列 必 为 收敛 时 , 即 有 K = K, 时 , 则 
称 其 关于 v 完备 . 完备 化 K, 关于 v 是 完备 的 . 另外 , 对 于 离散 赋值 环 4, 若 设 4 的 
唯一 的 非 零 素 理想 为 p, 且 自 然 映 射 4 一 lim 4/p" 为 同 构 映射 时 , 则 说 4 为 完备 . 
对 于 给 出 了 离散 赋值 v 的 域 K, K 关于 v 为 完备 与 v 的 赋值 环 为 完备 这 两 件 事 是 
等 价 的 . 

关于 离散 赋值 为 完备 的 域 K 在 各 个 点 上 具有 与 Qw 相似 的 性 质 ， 辟 如 , 在 天 


中 的 无 限 和 》_ an 收敛 的 充 要 条 件 是 v(an) -co (这 是 Q 情形 的 引 理 2.9 的 推 
广 ). 另外 如 果 到 的 特征 为 0, 则 可 定义 指数 函数 和 对 数 函 数 如 下 ， 如 果 v 的 剩余 
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域 的 特征 为 0, 则 令 a = 0, 如 果 v 的 剩余 域 的 特征 为 p > 0, 则 令 a = 细 , 并 令 
UVU={zEeK|v(z)>a}, V={teK|v(t-1)>0},V'={te kK |v(t—1) >a} HH, 


则 


ep =D 邱 
当 z EU 时 收敛 , exp(z1 + zz) = exp(zi)exp(zz) 对 zi za EU 成 立 . 又 ， 
loglt) = > dé —1)" 
n=1 


当 t € V 时 收敛 ，log(tit2) = log(#1) + log(t2) 对 H,to。 e V 成 立 exp(U) 
= V'，log(V') = U, 而 log(exp(z)) = z, 上 = exp(log(t)) 当 z e Ut € V' 时 成 立 . 
这 些 都 可 以 与 第 二 章 叙 述 的 Q@, 的 情形 同样 地 证 明 (对 于 exp,log 的 收敛 性 的 证 明 ， 
应 用 引 理 2.15, 与 Q; 的 情形 一 样 证 明 ). 

对 于 给 定 了 一 个 离散 赋值 的 域 KK, 可 以 分 成 三 种 情形 , 即 K 与 其 剩余 域 的 特征 
都 为 0; K 的 特征 为 0 而 剩余 域 的 特征 不 为 0; 以 及 K 与 剩余 域 的 特征 都 不 为 0 且 
相等 . 当 K 为 完备 且 K 与 剩余 域 的 特征 都 相同 时 ， 天 作为 离散 赋值 域 同 构 于 形式 
等 级 数 域 k((T)) ( 例 6.6), 这 是 已 经 知道 的 结果 . 但 是 像 Q, 那样 , K 的 特征 与 剩余 
域 的 特征 不 相等 时 , 没有 像 这 样 的 简单 表示 . 在 这 种 情形 下 它 是 个 困难 的 对 象 . 


(d) 整体 域 和 局 部 域 


在 本 书 以 后 的 内 容 中 数 域 和 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 合 起 来 都 叫 整体 域 
(global field), 这 两 种 类 型 的 域 极其 相似 , 以 相同 的 名 字 称 呼 它们 是 恰当 的 . 

数 域 的 素 点 可 区 分 为 有 限 素 点 和 无 限 素 点 , 在 对 整体 域 的 素 点 作 统一 处 理 时 , 在 
本 书 中 为 方便 计 , 有 限 域 上 单 变量 代数 函数 域 的 素 点 全 都 叫做 有 限 素 点 . 有限 域 上 
的 单 变量 代数 函数 域 的 素 点 与 数 域 的 有 限 素 点 一 样 , 对 应 于 素 理想 所 给 出 的 离散 赋 
值 . (在 (a) 小 节 定义 单 变量 代数 函数 域 时 , 提 到 了 环 4 和 B, 4 的 非 零 素 理想 被 看 
做 数 域 的 有 限 素 点 的 类 比 对 象 , 而 B 的 一 些 特别 的 素 理想 则 被 看 做 数 域 的 无 限 素 点 
的 类 比 对 象 , 这 里 面 并 没有 本 质 的 区 别 . T 与 -1 的 角色 互 换 , 如 果 将 T-1 作为 
来 处 理 , 4 与 B 互 换 , 那么 , 被 称 做 数 域 的 无 限 素 点 的 类 比 对 象 转瞬 就 变 成 了 数 域 
的 有 限 素 点 的 类 比 对 象 .) 

设 "为 整体 域 K 的 素 点 时 , K 在 v 的 局 部 域 K, 可 描述 如 下 : 

当 vw 为 有 限 素 点 时 , " 对 应 于 K 的 一 个 离散 赋值 . 则 定义 K, 为 K 关于 vw 的 完 
备 化 . 当 K 为 数 域 , v 为 实 点 时 , v 为 K 到 及 的 一 个 嵌入 , 定义 这 个 嵌入 的 目的 地 
及 为 K。. 当 K 为 数 域 ,v 为 复 点 时 ,v 将 天 嵌入 到 C 中 , 则 定义 这 个 嵌入 的 目的 地 
C 为 Ku. 

及 或 者 C 在 后 面 的 令 述 中 都 被 称 作 “ 局 部 紧 域 , 数 域 K 的 无 限 素 点 把 K 作 
为 稠密 子 集 找 人 到 作为 局 部 紧 域 的 及 或 者 C 中 . 一 般 地 , 都 可 以 将 整体 域 K 的 素 
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点 看 成 是 把 K 作为 稠密 紧 子 集 伐 入 到 局 部 紧 域 中 .我 们 现在 对 此 进行 更 为 准确 的 
阐述 . 首先 要 解释 拓扑 群 , 拓扑 环 , 拓扑 域 , 以 及 局 部 紧 域 . 

拓扑 群 (topological group) 是 赋予 了 拓扑 的 群 G, 其 中 GxG 一 G:(zgmzy 
与 G 一 G:zm zr-l 是 连续 的 . 

拓扑 环 (topological ring) 是 赋予 了 拓扑 的 环 4, 其 中 对 于 加 法 它 是 个 拓扑 群 (就 
是 说 , 4x4 一 4:(zJmz+y 与 4 一 4:zm 一 z 为 连续 ), 以 及 AxA 一 A4: 
(z,y) 局 zy 也 为 连续 . 

拓扑 域 (topological field) 是 赋予 了 拓扑 的 域 K, 它 是 个 拓扑 环 , 上 且 Kx 一 Kx : 
zmzrl 在 将 Kx 作为 K 的 子 空间 的 拓扑 下 连续 . 


例 6.13 R, C 都 是 拓扑 域 . 另外 对 于 给 定 了 离散 赋值 v 的 域 , 关于 由 v 决定 的 
拓扑 是 个 拓扑 域 . 品 


在 本 书 中 , 所 说 的 紧 拓 扑 空间 (compact topological space) 都 假定 为 分 离 的 (sep- 
arated) ( 即 具 有 Hausdorf 性 质 ). 在 每 点 都 具有 紧邻 域 的 分 离 拓 扑 空间 被 称 为 局 部 
紧 空 间 (locally compact space). 例如 及 或 C, 在 其 每 点 都 有 紧邻 域 {zllz —al < 1}, 
故 为 局 部 紧 . 

任意 域 对 于 离散 拓扑 都 是 局 部 紧 的 , 这 是 没有 意思 的 拓扑 . 以 后 , 称 局 部 紧 域 
(locally compact field) 指 的 是 , 其 拓扑 是 局 部 紧 的 但 不 是 离散 的 . 

下 面 命题 中 的 (2), (3) 将 不 在 本 书 中 证 明 . 

命题 6.14 

(1) 设 下 为 整体 域 , u 为 其 一 个 素 点 , 在 v 的 局 部 化 域 为 Ku, 则 K, 为 局 部 紧 
域 . 

(2) 反 过 来 , 任意 局 部 紧 域 作为 拓扑 域 同 构 于 某 个 整体 域 KK 在 某 个 素 点 v 处 的 
局 部 域 K。. 

(3) 设 K 为 整体 域 . 考虑 偶 对 (思路 其 中 玉 为 局 部 紧 域 , ,为 由 扩 到 万 的 
域 同 态 并 且 L( 开 ) 在 已 中 稠密 . 偶 对 (4) 与 偶 对 (F',w)， 当 作为 拓扑 域 的 同 构 
0 :已 生机 满足 以 = 904 时, 则 称 它们 为 等 价 .于 是 , K 的 全 体 素 点 的 集合 与 上 
面 那 样 的 偶 对 (Fi) 的 等 价 类 的 集合 间 存 在 满 单 射 , 其 中 KK 的 素 点 v 对 应 于 偶 对 
(Ks, 从 KK 到 K, 的 自然 说 入 ). 0 

命题 6.14(1) 可 归结 为 下 面 的 引 理 6.15, 6.16(1). 


引 理 6.15 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 玉 关于 其 赋值 所 决定 的 拓扑 
而 言 是 局 部 紧 的 . 口 

引 理 6.16 

(1) 设 v 为 整体 域 KK 的 一 个 有 限 素 点 , 则 u 的 剩余 域 为 有 限 . 因此 , 局 部 域 KK， 
是 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 . 
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(2) 设 v 为 上 的 单 变量 代数 函数 域 的 一 个 素 点 ， 则 v 的 剩余 域 为 K 的 有 限 
扩 域 . 


[ 引 理 6.15 的 证 明 ] ” 设 天 为 关于 离散 赋值 v 完备 的 域 , 4 为 v 的 赋值 环 ，a 
为 4 中 使 v(a) = 1 的 元 , 剩余 域 4/a4 为 有 限 域 . 对 于 所 有 n> 1, 4/an4 为 有 限 ， 
而 4 = lim 4/ar4 为 有 限 集 的 北极 限 , 因此 为 紧 集 . 于 是 K 的 每 个 元 。 具有 紧邻 域 
oa 十 4 从 而 KK 为 局 部 紧 . 


在 K 为 数 域 的 情形 证 明 引 理 6.16(1). 设 p 为 Ok 的 非 零 素 理想 , 必须 证 明 
Ok/p 为 有 限 . 这 可 由 下 面 的 引 理 6.17 得 到 . 


引 理 6.17 K 为 数 域 , a 为 Ok 的 非 零 理想 , 则 Ok/a 为 有 限 环 . 


[证 明 ] ”根据 86.3 中 证 明 的 引 理 6.64, amnZ 包含 了 非 零 的 整数 m. 因为 Ok 为 
有 限 生成 的 乙 模 (86.3 的 引 理 6.65), 故 Ok/a 为 有 限 生 成 的 Z/m2Z 模 , 从 而 有 限 .时 


引 理 6.16(1) 中 的 K 为 有 限 域 上 的 单 变 量 代数 函数 域 的 情形 可 归结 为 引 理 
6.16(2). 而 对 于 引 理 6.16(2), 我 们 将 上 面 的 证 明 中 的 Ok 换 成 (a) 小 节 中 的 环 4, B, ZZ 
换 成 环 k[T], k[T-!] (k 为 有 限 域 ) 便 能 够 证 明 (参看 86.3 末尾 “补充 ”的 (1)). 

在 本 书 中 如 果 简 单 地 说 到 局 部 域 (local field), 其 意思 是 指 及 ，C 以 及 以 有 限 域 
为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 . 


(e) 不 变 测度 和 模 


在 局 部 紧 域 中 , 与 R 一 样 , 可 以 开展 好 的 积分 理论 和 分 析 理 论 . 其 基本 点 在 于 ， 
在 局 部 紧 域 中 存在 所 谓 不 变 测度 这 个 用 以 测量 大 小 的 尺度 . 在 82.4(c) 中 , 实数 a 的 
绝对 值 |a| 可 解释 为 a 倍 映 射 R 一 R 的 “ 模 ” (倍率 )(a 倍 映射 是 将 事物 放大 |a| 倍 的 
映射 ), p 进 数 a 的 p 进 绝对 值 al 也 可 解释 为 a 倍 映射 Qv 一 Q; 的 模 , 我 们 对 此 做 
个 简略 的 叙述 . 我 们 将 使 用 不 变 测度 对 于 一 般 的 局 部 紧 域 来 确切 地 说 明 这 个 “ 模 ”. 

首先 对 于 局 部 紧 群 的 不 变 测度 进行 说 明 . 

设 X 为 一 局 部 紧 空间 , 将 X 的 每 个 紧 子 集 C 对 应 于 不 小 于 零 的 实数 的 映射 几 
如 果 它 满足 下 面 的 (i) 一 (iv), 则 称 /为 X 上 的 一 个 测度 : 

(1) AD = 0. 

(i) C，C' 为 X 的 紧 子 集 , 如 果 C c C, 则 AMC) < p(C”). 

(ii) 如 果 C,C' 为 X 的 紧 子 集 , 则 


pAC) + uC") = pu(CUC) +u(CNO). 


特别 地 , 如 果 CnC' = ga 由 6) 有 AC)+ACOD) =p(CUC'). 
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(iv) 如 果 (CA)xe4 为 X 的 紧 子 集 族 , 则 


有 (nN oj 人 ( 门 oj 
AE4 AEA’ 
这 里 的 4' 遍历 4 的 所 有 有 限 的 子 集合 . 
测度 乃 是 “长 度 ",“ 面 积 ” 概 念 的 推广 ， 最 有 切身 感受 的 测度 是 及 上 被 称 为 
Lebesgue 测度 了 . 这 是 通常 的 “长 度 ”, 它 是 对 于 使 得 a < 的 实数 wb 满足 J({z e 
及 |e<zx< 儒 ) = 一 a 的 及 上 唯一 的 测度 . 


注 记 6.18 上 面 所 定义 的 局 部 紧 空间 上 的 测度 , 在 大 多 数 的 测度 论 教科 书 里 被 
称 为 局 部 紧 空 间 的 Radon 测度 . 为 简单 起 见 , 这 里 直接 称 其 为 “测度 ”. 


当 在 局 部 紧 空间 X 上 给 定 了 测度 y 时 , 则 可 以 对 XX 上 的 复 值 函 数 (满足 适当 
的 条 件 ) 进行 关于 / 的 积分 . 关于 这 个 积分 论 , 如 果 想 要 了 解 , 可 见 测度 论 , 积分 论 
的 教科 书 . 

设 G 为 局 部 紧 群 , 如 果 G 上 的 测度 / 关 0 满足 对 于 G 的 所 有 紧 子 集 C 与 
G 的 所 有 元 9 有 HgC) = AM(C) (对 于 左 平移 的 不 变性 ), 则 称 其 为 左 不 变 测度 (left 
invariant measure) (也 称 为 左 Haar 测度 (left Haar measure)). 此 处 的 gC = {gC|ze 
0}. 将 gC 换 做 Cg 则 得 到 右 不 变 测度 的 定义 . 

我 们 已 经 知道 , 局 部 紧 群 G 具有 左 不 变 测度 , 并 且 , 对 G 的 左 不 变 测度 jy ， 
存在 正 实数 使 得 y= cy. 特别 地 , 如 果 C 为 G 中 包含 了 非 空 开 集 的 紧 子 集 , 对 于 
G 的 左 不 变 测度 上 有 w(C) > 0. 这 些 事实 对 于 右 不 变 测度 同样 成 立 . 

当 G 为 Abel 群 时 , 左 不 变 测度 与 右 不 变 测度 是 一 回 事 , 就 简单 地 叫做 不 变 测 
度 . 例如 G = R 的 情形 , 上 面 所 提 到 的 Lebesgue 测度 是 个 不 变 测度 . (因为 R 为 加 
法 群 , 请 注意 不 变性 条 件 应 写 为 y(g + C) = (OC).) 

现在 叙述 关于 局 部 紧 域 元 的 “ 模 ”. 

设 KK 为 局 部 紧 域 , 取 a e Kx. 设 /为 加 法 群 K 的 不 变 测度 , 那么 CutaC) 
也 是 加 法 群 K 的 不 变 测度 . 实际 上 , 这 是 因为 对 于 g e K, p(a(g + 0)) = Hlag+ 
4C) = weC)， 因 此 存在 唯一 的 正 实数 lalx 使 得 对 于 K 的 所 有 紧 子 集 C 成 立 
HaC) = lalku(C). 又 定义 |0lk = 0. 称 lalxk (a e 五 ) 为 a 的 模 (module). 对 于 
4=0 HeC) = lalkp(C) 也 成 立 . 对 于 w5e K, 则 成 立 |ablk = lalx lolx 

引 理 6.19 

(1) 如 果 及 二 民 , 对 于 aE K, |a|k 与 通常 的 绝对 值 相等 . 

(2) 如 果 天 一 C, 对 于 ae KK, |alk 与 通常 的 绝对 值 的 平方 相等 . 

(3) 设 开 为 以 Fg 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 ，v 为 其 离散 赋值 , 则 对 于 we Kx 
有 lalx = q-"(%). 特别 地 , 如 果 KK = Qu 则 lalx 等 于 在 82.4 定义 过 的 a 的 卫 进 绝 
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对 值 lalp. 设 4 为 v 的 赋值 环 , p 为 4 的 唯一 的 非 零 素 理想 , 则 对 于 ze 天 有 


lzlk <1$ zeh, lzlk <1 兮 zeEDp， 


lzlk =1 2z€A*. 


[证 明 ] 对 于 (1), 由 {az | 0< z < 1} 的 长 度 等 于 |a| 即 得 . 对 于 (2), 在 复 平面 
中 ,“ 面 积 ”是 个 不 变 测度 , 于 是 由 {az | ze C, |z| < 1} 的 面积 为 {z | ze Cl| |z| < 1} 
的 |al? 倍 得 到 . 

现在 来 证 明 (3)， 为 了 证 明 |alk = q-"(%) (a e 天 x)， 因 为 Kx 的 元 可 写 为 
ab-! (a,b € A,a 关 0,b 关 0), 故 假设 ae 4 即 可 . 设 v(o) =m 则 #(4/a4) =g". 这 
表明 4 为 互 不 相交 的 形 如 a4 +b 的 g" 个 子 集合 的 并 . 于 是 , 对 于 不 变 测度 y, 我 们 
有 gq" :Ala4) = jp(4). 因此 , lalk = 9 ". (3) 的 其 他 部 分 的 证 明 则 是 容易 的 . 和 


86.3 素 点 与 域 扩张 


在 这 个 86.3 中 , 我 们 将 看 到 整体 域 的 素 点 在 域 的 扩张 中 的 性 态 . 但 是 , 并 不 讨 
论 关于 作为 第 五 章 或 者 第 八 章 主题 的 类 域 论 现象 . 将 介绍 Dedekind 环 的 素 理想 在 域 
扩张 中 如 何 变化 的 一 般 理论 , 而 在 86.3 中 , 将 用 这 个 一 般 理论 去 讨论 几 个 示例 . 

在 下 面 的 (a) 一 (c) 小 节 中 , 4 为 Dedekind 环 , K 为 4 的 分 式 域 , 工 为 天 的 有 
限 可 分 扩 域 , B 为 4 在 工 中 的 整 闭 包 ，( 另 外, 当 K 为 数 域 的 情形 , 因为 特征 为 0， 
故 天 的 有 限 次 扩张 均 为 可 分 的 .)B 为 Dedekind 环 (附录 8A.1). 

为 了 使 叙事 简洁 , 我 们 在 (a) 一 (c) 首先 优先 介绍 事实 和 例子 , 而 只 给 出 部 分 的 证 
明 , 直到 (e) 小 节 才 完成 这 些 证 明 . 因为 其 证 明 有 过 高 技巧 的 地 方 , 请 读者 相 比 (e) 
要 更 加 重视 (a) 一 (c). 

(d) 小节 对 于 无 限 素 点 做 了 些 补充 . 


(a) 在 扩 域 中 的 素 理想 分 解 


A, B,K,L 如 上 所 设 . 

取 gq 为 B 的 非 零 素 理想 , 令 p = qn 4,p 为 4 的 非 零 素 理想 ( 引 理 6.64). 这 
时 , 我 们 说 “gq 在 p 之 上 ”,%p 在 gq 之 F”. 

下 面 , 设 p 为 4 的 非 零 素 理想 , p 在 B 中 生成 的 理想 pB 在 B 中 分 解 为 素 
理想 
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(q1,… ,gs 为 非 零 的 相 异 素 理想 , e; > 1)，qi… ,q 是 在 p 之 上 的 B 的 全 部 素 
理想 . 


定义 6.20 
(D 称 ei 为 gq; 关于 p 的 分 歧 指数 , 记 为 e(p, q;). 
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(2) 利用 标准 映射 4/p 一 B/gq; 将 剩余 域 B/q; 看 作 是 剩余 域 A/p 的 扩 域 . 由 
于 B 是 有 限 生成 4 模 ( 引 理 6.65), B/q; 是 A/p 的 有 限 扩张 . 称 这 个 扩张 次 数 
[B/q; : A/p] 为 q; 关于 p 的 剩余 次 数 , 记 为 f(p, q;). 

(3) 如 果 g = [LZ : K], 则 称 p 在 工 中 完全 分 解 . 

(4) 称 g; 在 K 上 非 分 层 , 如 果 e(p,q;) = 1, 并 且 B/q; 是 4/p 的 可 分 扩张 . 另 
外 , 称 p 在 工 中 非 分 歧 , 如 果 所 有 的 q; (1 < i < g) 在 K 上 均 为 非 分 层 . (另外 , 在 
五 为 数 域 而 4 为 其 整数 环 时 ，4/p 为 有 限 域 , 因为 有 限 域 的 有 限 扩张 总 是 可 分 的 ， 
故 上 面 所 说 的 “B/q; 是 4/p 的 可 分 扩张 ”的 条 件 自 动 地 满足 .) 不 是 非 分 歧 则 称 为 
分 歧 . 口 


在 本 小 节 (a) 中 , 我 们 将 要 叙述 有 关 在 定义 6.20 中 出 现 的 那些 对 象 之 间 的 相互 
关系 , 还 要 讲述 Frobenius 置换 , Frobenius 共 固 类 , 而 证 明 将 在 (e) 中 给 出 . 

例 6.21 考虑 4=Z, K=Q, B=ZIV-1,L=Q( 一 ]) 的 情形 . 考虑 有 关 素 
数 在 Z[V 了 ] 中 生成 的 素 理想 的 分 解 ( 表 6.3) 


(2) = (1+2), (3) = (3)，(5) = (2+i)(2—i). 


表 6.3 ”分 层 指数 与 剩余 次 数 (Q 与 Q(V=T) 之 间 的 ) 


也 gi el(p, qi) f(p, qi) = e(p, qi)f(p, qi) 

22 (+ 2 1 2x1=2 

3Z (3) 1 2 1x2=2 

5Z (2 二 1 1 1x1+1x1=2 
(2—i) 1 


此 处 在 p = 3Z, q = 3Z[V=]] 时 有 f(p,gq) = 2, 这 是 因为 ZV 了/(3) 作为 Fs 

上 的 线性 空间 以 1 mod (3) 和 i mod (3) 为 基底 . 另外 , 对 于 p = 5Z， qi=(2+ij 有 
(p,q ) = 1. 这 是 因为 , 虽然 Z[V 一 J]/(2+i) 作为 Fs 上 的 线性 空间 由 1 mod (2+i) 和 
;mod (2+ 引 生成 , 但 根据 ;mod (2+i) = -2 mod (2+i) 知 , Z[V=1]/(244) = Fs.1. 
口 


表 6.3 的 右边 第 一 栏 所 表现 的 有 下 面 的 推广 命题 . 
命题 6.22 [L:K= 六 e(p, qi)f (p, q;). a 


i=1 
推论 6.23 p 在 工 中 完全 分 解 各 对 于 1<i<g 成立 e(p, qi) = f(p,q;) =1. 
特别 地 , 有 “完全 分 解 全 非 分 歧 ”. 口 


考虑 工 为 K 的 Galois 扩张 的 情形 . 设 ve Gal(L/K), 由 于 o 将 4 上 的 整 元 
映 到 整 元 , 故 给 出 4 上 的 环 同 构 B 急 B. 
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命题 6.24 设 卫 为 天 的 Galois 扩张 , q,q' 为 BB 中 在 p 上 的 素 理想 , 则 存在 
0 E Gal(L/K) 使 得 o(q)=q'. 口 


推论 6.25 设 工 为 K 的 Galois 扩张 , 则 e(p,qi) (1<i<g) 彼此 相等 ,f(p, gq;) 
(1 < i gg) 之 间 也 彼此 相等 , 将 它们 分 别 记 为 e,f 时 , 则 有 


[L: K] = efg. 品 


例 6.26 当 4=2Z, 天 =Q, 了 =ZvV-, 工 =Q(VDT) 时 , 工 为 K 的 Galois 
扩 域 , 在 p = 2Z，3Z,，52Z 的 情形 , 推论 6.25 的 等 式 分 别 成 为 


2=2xlxl2=1x2xl2=1xlx2. 


在 5Z 上 面 有 两 个 素 理想 (2 +i) 和 (2 - 让 , 由 复 共 罗 映 射 e Gal(Q(V=TD/Q) 相互 
转移 . 口 


下 面 讨论 “Frobenius 置换 “Frobenius 共 因 类 ”. 


命题 6.27 如 果 工 为 KK 的 Galois 扩 域 ,p 在 工 中 非 分 歧 , 且 gq 为 BB 中 在 p 
上 的 素 理想 , 则 B/q 是 A/p 的 Galois 扩张 , 则 存在 唯一 满足 下 面条 件 的 群 单 同 态 


Gal((B/q)/(A/p)) 一 Gal(L/K). 


设 o€EGal((B/q)/(A/p)), 5 为 其 在 Gal(L/K) 中 的 像 , 则 5(g) = gq, 且 5:B 一 B 
所 诱导 的 映射 B/q 一 B/q 与 o 相等 . 口 


定义 6.28 在 命题 6.27 中 , 更 进一步 假定 4/p 为 有 限 域 . 于 是 , Gal((B/q)/ 
(4/p)) 是 以 B/q 的 自 同 构 B/q 一 B/q : z rm z#(4/m) 为 生成 元 的 循环 群 (参照 附录 
§B.2). 这 个 生成 元 在 Gal (L/K) 中 的 像 被 记 为 Frobp,g, 称 为 p 关于 q 的 Frobenius 
置换 (Frobenius substitution). 它 是 保持 g 不 变 , 并 且 其 诱导 的 映射 B/g 一 B/g 为 
Z rm z#(4/p) 的 Gal(L/K) 中 唯一 的 元 . 

容易 推导 出 如 下 结论 , 即 对 于 o e Gal(L/K), 有 Frobp,o(q) = o(Frobp,g)o-1， 从 
而 由 命题 6.24 得 到 , Frobp,s 在 Gal (L/K) 中 的 共 翅 类 与 B 中 在 p 上 的 素 理想 g 的 
选取 方式 无 关 . 把 这 个 共 轿 类 记 做 Frobp,z (为 简单 起 见 , 有 时 也 记 作 Froby), 称 其 为 
Pp 关于 工 的 Frobenius 共 示 类 (Frobenius conjugacy class). 如 果 工 为 K 的 Abel 
扩张 , 由 于 此 时 Gal(L/K) 的 各 个 共 轰 类 只 有 一 个 元 , 故 Frobp,z 被 看 作 Gal (L/K) 
的 一 个 元 , 称 它 是 p 关于 工 的 Frobenius 置换 . 口 


根据 下 面 命题 的 (1),(2), Frobenius 共 力 类 掌管 着 p 在 工 中 的 分 解 情况 . 


命题 6.29 设 工 为 KK 的 Galois 扩张 ,p 在 工 中 非 分 歧 , 且 A/p 为 有 限 域 . 则 
(1) FrobpL = {1} 全 Pp 在 工 中 完全 分 解 . 
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(2) 设 gq 为 B 中 在 p 上 的 素 理想 , 并 令 Frobp,g e Gal(L/K) 的 阶 数 为 f, 则 在 
Pp 上 的 妃 中 素 理想 的 个 数 等 于 4[L : K]. 

(3) 如 果 工 为 KK 的 Abel 扩 域 , 则 Frobpz 是 Gal(L/K) 中 那个 诱导 的 映射 
B/pB 一 B/pB, zr z#(4/p) 的 唯一 元 素 . 

(4) 如 果 L' 是 使 得 及 CL CL 的 KK 的 Galois 扩张 , 则 Frobpi c Gal(L/K) 
在 Gal(L'/K) 中 的 像 集 等 于 Frobp,L. 口 


由 推论 6.25 可 以 推导 出 命题 6.29 的 (1) 和 (2), 但 因为 (1) 可 由 (2) 与 推论 
6.23 得 到 , 故我 们 来 证 明 (2)，Frobp 的 阶 数 即 为 Gal((B/q)/(4/p)) 的 阶 数 , 也 即 
等 于 [B/q : A/p]. 由 于 在 推论 6.25 中 e = 1( 因 为 p 非 分 歧 ), 故 [L : K] = jg, 即 
g= 也 RT 

又 , 对 于 命题 6.29(3), 我 们 设 q1,… ,gs 为 B 中 在 p 上 的 全 部 素 理想 , 那么 成 

N 
立 B/pB = B/(q1,… ,go) 刍 了 [ B/ei (推论 6.67), 于 是 命题 6.29(3) 由 Frobpz 的 
定义 得 到 . 命题 6.29(4) 由 Frobenius 共 二 类 的 定义 得 出 . 


例 6.30 考虑 4 = ZK = Q@,B = ZIV-D LL = QV=I) 的 情形 ， 记 
Gal(Q(V-D)/Q) = {1,0}. 对 于 素数 p 关 2,pZ 的 Frobenius 置换 Frob，e 
Gal(Q (V=1T)/Q) 当 p= 1 mod 4 时 为 单位 元 , 而 当 p = 3 mod 4 时 为 o. 

在 图 6.2 中 Z[V- 了 ] 的 素 理想 (7) 以 大 的 圆 点 表示 ， 因 为 其 剩余 域 比 F; 大 . 
Froby = o 虽然 保持 了 Z[V=j] 的 素 理想 (7), 由 于 变动 了 (7) 的 剩余 域 中 的 元 ， 


Froby = o 绕 着 将 (7) 表示 成 的 大 圆 点 。 转 圈 的 样子 . 口 
ES Pe 
dbl [=- 
5 
图 6.2 


(b) 共 亏 差 积 与 分 层 


我 们 将 在 此 定义 被 称 为 共 生 差 积 的 B 的 一 个 理想 D(B/4), 应 用 它 可 以 判定 B 
的 非 零 素 理想 中 哪些 在 K 上 为 分 歧 . 另外 还 有 下 面 的 一 些 事项 也 与 共 罗 差 各 有关， 
我 们 来 讲述 它们 . 

(一 ) 数 域 的 判别 式 . 

全 ) 在 85.1(f) 中 提 到 的 “多 项 式 值 的 素 因数 ”与 “在 数 域 中 素数 的 分 解 ” 之 间 
的 关系 . 
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(三 ) 了 解 诸如 Q(Y5) 的 整数 环 为 Z[Y3, 还 有 Q(Cw) 的 整数 环 为 Z[Cw] 这 些 事 
实 的 方法 . 

证 明 将 在 (e) 小 节 中 给 出 . 

首先 定义 共 示 差 积 . 设 立 rzyx : L 一 KK 为 迹 映射 (8B.3), 记 


{a es 工 | Tryk(aB)C A} 


为 D(B/4)-!. 像 在 引 理 6.63 将 指出 的 那样 , 我 们 有 Trijk(B) c 4. 因此 Bc 
DD(B/4)-1. 正如 在 (e) 小 节 将 指出 的 , D(B/4)-! 是 B 的 分 式 理想 (附录 8A.2). 定 
义 B 对 于 4 的 共 思 差 积 (different) D(B/4) 为 D(B/4)-! 的 道理 想 (B 的 分 式 理 
想 所 构成 的 乘法 群 中 D(B/4A)-! 的 道 元 ). 因为 Bc D(B/4)-1, 故 D(B/4) cB， 
因而 D(B/4) 为 B 的 非 零 理 想 . 


例 6.31 考虑 4 = ZK = Q@, B = ZIV-1], L = Q(V-1) 的 情形 ， 对 于 
a,beQ, 
atbie D(B/A)-! % Tri/kr(a + bi), Tri/k((a+bi)i) eZ 


S20-WeZ oade 地 


因此 , D(B/4)-1 = 3ZIV=, 从 而 D(ZIV=1/Z) = (2). O 


在 这 个 例子 中 , 除 尽 D(Z[V-= 了 ]]/Z) = (2) 的 ZI[vV-= 了 ] 中 的 素 理想 只 有 (1 十 让 , 另 
外 请 注意 , 它 也 是 Q 上 分 歧 的 ZIvV-= 了 ] 的 唯一 素 理想 . 这 个 事实 就 是 所 说 过 的 , 分 歧 
的 素 理想 可 以 使 用 共 轿 差 积 来 进行 判定 . 以 下 面 的 命题 对 此 事实 一 般 化 . 


命题 6.32 设 q 为 B 的 非 零 素 理想 .gq 在 KK 上 分 歧 等 价 于 gq 除 尽 D(B/A4).D 


因为 除 尽 一 个 给 定 的 非 零 理想 的 B 中 素 理想 最 多 只 有 有 限 个 , 所 以 得 到 下 面 的 
推论 . 


推论 6.33 在 K 中 分 歧 的 B 的 非 零 素 理想 最 多 只 有 有 限 多 个 . 另外 , 在 工 中 
分 歧 的 4 的 非 零 素 理想 的 个 数 也 是 有 限 的 . 口 


与 共 罗 差 积 紧密 相关 的 还 有 数 域 的 判别 式 . 


定义 6.34 设 己 为数 域 , FF 的 整数 环 Op 作为 Z 模 设 有 基底 a1,… ,an (n = 
[F : Q]). 称 其 (i,j) 分 量 为 Trpyo(aiay) 的 方 阵 的 行列 式 为 F 的 判别 式 , 记 为 DF， 
即 


Dr = det((Trp/Q(@i03))i,;). 口 
命题 6.35 


(1) DF 为 整数 , 并 与 OF 作为 也 模 所 取 的 基底 al,…… ,an 的 选取 方式 无 关 . 
(2) DF 的 绝对 值 |DP| 等 于 指数 [Op : D(Or/Z)]. 
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(3) 素数 p 在 瓦 中 分 歧 的 充 要 条 件 是 卫 除 尽 DF. 
( 设 oi von: 下 一 四 人 = 已 :Q) 为 从 瓦 到 @ 的 代数 闭 包 @@ 的 所 有 域 同 
态 (参考 8B.3), 则 
Dr = det ((ci(a))55)2. 品 
例 6.36 求 二 次 域 的 判别 式 . 设 开 为 二 次 域 , m 为 不 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 的 
非 1 的 整数 , 而 = Q@(Vm). 我 们 来 证 明 


m m=1 mod4 
Dp= 


4m mm 三 2,3 mod 4. 


当 m = 1 mod 4 时 , 作为 Z 模 的 OF 可 取 基 底 为 1, 二 到 , 根据 命题 6.35(4), 我 
们 有 
1+Vmp 
a 
1—- Vm 
Tr 
当 m=2,3 mod 4 时 , 作为 Z 模 可 取 其 基底 为 1, Vv 元 , 故 


PDF = = (-Vm)2 =m. 


1 vm 
1 -vm 


哄 思 差 积 ”的 名 称 来 自 下 面 的 事实 . 


命题 6.37 取 aeB 并 假定 昌 = Ala], 又 设 f(T) 为 满足 f(a) = 0 的 系数 在 
KK 中 且 最 高 次 的 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 , 于 是 


2 
= (-2Vm)? = dm. 口 


D(B/4) = (fa)). 
在 这 里 fr 表示 了 的 微分 . 0O 


设 oa,.… ,on 为 在 天 上 的 所 有 共 辆 元 , 并 设 aa =a. 因为 f(T) = 了 (7-6) 


i=1 
故 f(a) = [[(a -oi). 于 是 f'(a) 便 是 “关于 共 示 元 差 的 积 ".( 进 一 步 , 像 证 明 引 理 
i=2 

6.63 那样 , 可 证 明 命 题 6.37 中 的 f(T) 必定 是 4 系数 的 多 项 式 .) 

例 6.38 求 关 于 二 次 域 FP 的 D(Op/Z)，(F = Q(V 了 了 J) 的 情形 已 经 在 例 6.31 
中 计算 过 了 , 这 次 则 利用 命题 6.37 来 进行 考虑 .) 设 = Q(v 而 ), 其 中 m 如 例 6.36 
所 设 . 我 们 来 证 明 
(Vm) m=1 mod4 


D(Or/2Z)= { 
(2Vm) mm 三 2,3 mod 4. 
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当 m= 1 mod 4 时 , 在 命题 637 中 令 a = tM, 则 f(T) = 72 -并 -至 二， 
f(a) = 2a 一 1 = Vm， 当 m = 2,3 mod 4 时 , 在 命题 6.37 te 
f(T)=T?—m, f(a) = 2a = 2Vm. 
即便 a e B 不 满足 B = 4[a], 但 满足 L = K(a) 时 , 仍 成 立 与 命题 6.37 相近 形 
式 的 下 面 命题 . 


命题 6.39 取 a eB 并 假定 工 =K(a), f(T) 为 满足 f(a) =0 的 4 系数 多 项 
式 , 则 
D(B/4) c f(a) Alal. 
特别 地 , J/(a)B C D(B/A), 从 而 (根据 命题 6.32) 使 得 f'(a) 4 q 的 BB 的 素 理想 2 
在 天 上 非 分 歧 . 


例 6.40 设 aar ee4 n,nr>1,L= Ku, ,0r), oar =al(l < 
i < 7). 于 是 , 4 的 非 零 素 理想 p 当 满足 ui 4 p, ni #4 p (1 < i < r) 时 , 它 在 工 中 非 
分 歧 . 品 

在 证 明 此 断言 时 , 根据 对 的 归纳 法 ,只 要 取 r = 1 就 可 以 了 . 此 时 , a € 4， 
n>21,L=K(a), a"=a,a¢p,ng¢gp. 令 f(T)=7T"-a, 于 是 f(a)=0, 因 为 p 
上 B 的 素 理想 不 包含 f'(a) = na"-!, 故 p 在 工 中 为 非 分 歧 . 

例如 , 2,3 之 外 的 素数 均 在 Q( 23) 中 非 分 歧 . 

下 面 的 命题 对 于 实际 求 出 4 的 非 零 素 理想 在 B 中 的 分 解 形式 非常 有 效 . 

命题 6.41 设 aeB,L=K(a), 并 设 f(T) 为 使 f(a) =0 的 KK 系数 的 首 项 系 
数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 (我 们 已 经 注意 到 了 , f(T) 实际 为 4 系数 多 项 式 ). 设 p 为 
委 的 非 零 素 理想 ,而 q1,… ,qg 为 p 上 B 的 全 部 相 凡 素 理想 , 且 对 于 i 二 1,…,g 假 
设 有 f'(a) # qi;( 从 而 根据 命题 6.39, p 在 工 中 非 分 歧 ). 于 是 ， 

(1) 设 f modp Eee (A/p)[T] 分 解 为 A/p 系数 的 不 可 约 多 项 式 的 积 


TI mod p) (fi(T) s AITI). 则 9 = h, 且 如 果 适 当地 政变 及,… ,f 的 指标 顺 

i=1 

序 , 则 对 于 1<i<g, 有 gq; 等 同 于 由 pp 与 fi(a) 生成 的 BB 的 理想 , 并 且 
(A/P)ITI/(fi mod p) 3 B/qi: Tm a mod qi 


gi 对 于 p 的 剩余 次 数 等 于 A/p 上 的 多 项 式 f; mod p 的 次 数 . 
(2) 当 工 为 KK 的 Galois 扩张 时 ,有 
也 在 工 中 完全 分 解 > f mod 在 A/p 中 有 根 . 口 
问题 4 在 命题 6.41(2) 中 取 4 = Z, 天 = Q, mm 为 非 平方 整数 , L = Q(V 而 ), 由 此 , 对 于 
不 能 除 尽 m 的 奇 素数 p 推导 出 下 面 的 ( 引 理 5.19) 


?在 Q(VR 中 完全 分 解 翁 ( 卫 ) =1. 
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例 6.42 当 A=Z,K=Q,L=Q(6),a=Cs NH, f(T)=T1+T3+T2+T+1. 
对 于 素数 p 5 命题 6.41(2) 表明 


了 在 Q(G) 完全 分 解 人 各 T++T3+T2 十 T? 十 TT 二 1 在 F, 中 有 根 . 


另外 , 当 4=2Z,K=Q,L=Q(Grt+67!),a=67+671 时 ,有 f(T)=T3+T2-27-1. 
对 于 素数 p 关 7, 根据 命题 6.41 知 


了 在 Q(G + 弛 1 中 完全 分 解 人 7T3+T? 一 2T 一 1 在 F, 中 有 根 . 


(参照 有 关 “ 多 项 式 值 的 素 因 数 ” 的 85.1(f).) 品 
最 后 , 在 由 命题 6.39 推导 出 的 


(6.4) Bcf(a)-!Alal 


(假定 we B,L = K(a), f(T) € AIT], f(a) = 0 之 下 ), 我 们 想 要 给 出 几 个 求 4 的 整 
闭 包 B 的 具体 例子 . 为 此 我 们 要 用 到 下 面 的 引 理 . 


引 理 6.43 设 B' 为 B 中 包含 A 的 一 个 子 环 , 且 满 足下 面 的 条 件 (i),(ii). 

(i) 作为 K 上 的 线性 空间 , 二 由 B' 生成 . 

(ij 对 于 4 的 所 有 非 零 素 理想 p 成立 万 十 pB = B. 

则 B'= 8B. 口 


现在 取 B 的 包含 了 4 的 子 环 B', 并 且 它 满足 上 面 的 条 件 (i)， 我们 想 要 证 明 
B'=B. 设 aeB',L=K(a), f(T)e AIT], f(a) = 0. 对 于 使 得 4n PaJB' Xp 
的 4 的 非 零 素 理想 p 成 立 B'+pB = B (上 面 的 条 件 (i)). 这 是 因为 , 4m 户 (aJB/ 
是 不 被 p 包含 的 4 的 理想 , 故 (4n f(a)B') +p = 4. 因此 , 1 e f'(a)B +pB, 从 而 
B= f(a)B +pB. 因为 根据 (6.4) 有 f'(a)B c B', 故 得 到 了 B'+pB = B. 上 面 这 
样 的 p 在 工 中 为 非 分 歧 , 而 对 于 在 工 中 分 歧 的 p 要 证 明 B'+pB = B, 考虑 下 面 的 
“Pisenstein 多 项 式 ” 则 很 有 效 . 


定义 6.44 设 p 为 4 的 非 零 素 理想 , 关于 p 的 Eisenstein 多 项 式 是 指 形 如 


T™ +aT™ + +on (n>1, a1,... ,an Ep, an ¢ p?) 
的 多 项 式 . 口 


引 理 6.45 设 a e B,L = K(a), p 为 4 的 非 零 素 理想 , 并 设 有 关于 p 的 
Eisenstein 多 项 式 f(T), 使 得 f(a) = 0. 于 是 ， 

(1 有 ) BB 中 在 p 之 上 只 有 唯一 的 素 理想 , 记 其 为 g, 且 有 e(p,g) = [L: K], ordg(a) 
三 1. 如 果 p= (an), 则 gq = (a). 

(2) 4[al +pB = 万 . 品 
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由 引 理 6.43 和 后 面 的 说 明 , 以 及 引 理 6.45, 我 们 得 到 了 下 面 的 命题 . 


命题 6.46 设 甩 为 包含 4 的 媚 的 子 环 , 且 生成 作为 开 上 线性 空间 的 厂 .对 于 
人 44 的 非 零 的 各 个 素 理想 p, 存在 we B' 及 f(T) < AIT], 满足 工 = K(a), f(a) = 0， 
进一步 还 满足 下 面 的 条 件 (*). 

(kx) 或 者 有 ANf'(a)B' yp, 或 者 f(T) 是 关于 pp 的 Eisentein 多 项 式 , 两 者 居 

这 时 B' = B. 口 

利用 命题 6.46, 我 们 来 找 出 在 几 种 情形 下 的 整 闭 包 B. 


例 6.47 证 明 Q(33) 的 整数 环 为 ZIY 引 . 令 4=Z, 天 =QZI=Q, B' = 
Z[Y3. 取 p 为 素数 . 如 果 卫 关 3, 则 令 a = ,f(T) = T3 一 2. 于 是 有 f(a) = 
0, 了 (a) = 332”, 因此 如 果 p 关 2,3, 则 pZ 3:2EZNf'(a)B'. 如 果 p=2, 则 T3-2 
是 关于 pZ 的 Eisenstein 多 项 式 . 如 果 p=3, 则 取 a= 六 +1, f(T) = (T-1)3-%， 
即 f(T) = 7T3 -37T? + 37 一 3. 这 是 关于 3Z 的 Eisenstein 多 项 式 . 于 是 , 根据 命题 
6.46 得 到 B' = B. 口 


问题 5 证 明 Q( 久 3) 的 整数 环 为 Z[83. 
6.48 如 果 4= CI K=C(T), L=K(VT3 二 了) 证明 B= CIT,VT3 二 1]. 
= CIT,VT3+1, a = VTS+1 eB’, f(z)= 22— (T+1) < hlz], 有 f(a) = 
人 =2VT3+1, 如 果 T3+1¢p, 则 pzT3+1e€e ANF'(a)B'. 2 
则 f(z) 是 关于 p 的 Eisenstein 多 项 式 . 因此 由 命题 5.46 得 到 B' = 


例 6.49 证 明 Q(Cw) 的 整数 环 为 Z[Cw]. 根据 对 N 的 素 因子 的 个 数 的 归纳 法 ， 
假设 N = mmm, p 为 素数 , n > 1, m 为 不 被 p 除 尽 的 自然 数 时 ， Q(bm) 的 整数 环 为 
Zlm]. 令 4 = Zr 天 =QGn), 工 =QCGw) = K(byn), B' = ZICN], 对 其 应 用 命 
题 6.46. 对 于 4 的 非 零 素 理想 p, 如 果 p #4 p, 则 取 a = js, f(T) = Tr" 一 1 
f'(0) 二 p"bm, 故 p33p" Ee ANf'(a)B'. 如 果 p ep, 则 令 @= Gn 一 1, f(T) = 
ee 


2_(T+1r” 5 于 是 有 f(a) = 0 f(T) = (T+DP - 1)((T FI ED- = 


i=0 
{(T7" + 一 1 十) 一 1}-1 二 TP"-P" mod p, 而 f(T) 的 常数 项 为 p, 那么 ， 
由 p 在 Q(Gm) 为 非 分 歧 ( 例 6.40) 知 , f(T) 为 关于 p 的 Eisenstein 多 项 式 . 口 
这 个 例 6.49 是 在 84.4 中 所 说 的 “证 明 转 到 86.3” 的 引 理 4.35 的 (1) 的 证 明 . 引 
理 4.35 留 下 的 部 分 将 在 (e) 小 节 中 给 出 . 
(c) 从 完备 化 看 素 理想 分 解 


在 Qs 中 存在 -1 的 平方 根 (82.5 问题 10). 就 是 说 , 添加 -1 的 平方 根 , 对 @ 带 
来 了 二 次 扩张 Q(V-=D), 但 没有 带 来 Qs 的 任何 扩张 . 这 与 素数 5 在 Q(V-T) 中 为 完 
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全 分 解 有 着 密切 的 关系 . 
对 于 4 的 非 零 素 理想 p, 记 K 关于 p 的 离散 赋值 ord; 的 完备 化 被 记 为 K;, 而 
Kp 的 赋值 环 记 为 Op。 
粗略 地 说 , 成 立 下 面 的 等 价 关系 (准确 的 将 在 推论 6.51 中 曾 述 ): 


p 在 7 中 完全 分 解 
今天 的 扩 域 工 不 能 带 给 Kp 以 任何 扩张 . 


这 样 , 从 Kp 胱 望 时 , 产生 了 与 在 (a) 小 节 中 讨论 的 p 在 B 中 的 行为 密切 相关 的 一 
些 显著 的 事态 . 这 个 (e) 小 节 的 目的 便 是 叙述 “从 Kp 所 胱 望 到 的 风景 .证明 则 在 
(e) 小 节 给 出 . 

当 p 为 4 的 非 零 素 理想 , q 为 B 中 在 p 上 的 素 理想 时 , 由 Kp 和 Lg 的 构造 方 
法 , 得 到 了 自然 的 连续 域 同 态 Kp 一 Ly. 它 把 Op 映 到 Ou 中 . 

壁 如 4=Z,K=Q, B=ZIvV-]], 工 =Q(vV-7) 的 情形 , 发 生 了 下 面 的 事情 . 在 
P 了 二 2Z, q = (1+ 让 ,或 者 p= 3Z, g = (3) 的 情形 , 5。 是 Ky 的 二 次 扩张 . 可 是 , 在 完 
全 分 解 的 素数 5 的 情形 , 令 p= 5Z,gi = (2+i),q2 = (2 一 让 则 Kp 一 La, (i = 1,2) 
全 都 是 同 构 映射 , 正 因为 如 此 , 有 


V-ieQ(V-1)=Lc Lo, Kp = Qs, 


于 是 便 有 V-1 属于 Qs 的 结论 . 对 于 这 个 事实 的 一 般 性 的 结果 可 表达 如 下 : 

命题 6.50 设 p 为 A 中 的 非 零 素 理想 , qi,…,g 为 p 上 的 BB 的 所 有 素 理 
想 . 取 使 得 工 = K(a) 成 立 的 a (根据 命题 B.11, 这 样 的 a 存在 ), 取 f(T) 为 满足 
f(aQ) = 0 的 区 系数 不 可 约 多 项 式 .而 f 被 分 解 为 Kp 系数 的 不 可 约 多 项 式 的 积 
h 
了 入 . 此 时 , 我 人 有 g =h, 并 在 适当 改变 及,… , fo 的 顺序 后 , 作为 Kp 上 的 域 有 


i=l 


Kp[T/(fi(T) SS La, :Thal(l <igg). | 
于 是 ， 
苞 : 本 一 /的 次 数 一 ba 的 次 数 ) = Yr ey 
故 可 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 6.51 设 p,q1,… ,qs 如 命题 6.50 中 的 那样 . 则 
(DL:K]= Sc 下 
(2) 下 面 的 6-Gii) 相互 等 价 . 
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(ijp 在 工 中 为 完全 分 解 . 
人) 对 于 所 有 的 i=1,…,g 有 Kp 汪 Lg,. 
(iii) 了 可 分 解 为 Kp 系数 的 一 次 式 的 乘积 . 口 


譬如 , 4 = ZK = Q, B = ZIV-], 工 = Q(V=DT 的 情形 , 取 a = i 从 而 
f(T) =T?+1, 推论 6.51(2) 的 等 价 关系 iD) 全 (ii) 说 的 是 , 对 于 素数 p, 它 在 Q(V=) 
中 完全 分 解 与 T? + 1 可 分 解 为 Q 系数 的 一 次 式 的 乘积 等 价 , 也 就 是 说 与 -1 在 Qr 
中 存在 平方 根 等 价 . 
命题 6.50 与 命题 6.41 相似 , 但 命题 6.41 中 关于 f'(a) 的 条 件 仅 对 那些 在 工 中 
非 分 歧 的 p 适用 , 而 命题 6.50 对 任意 的 p (包括 分 歧 的 p) 均 适用 , 请 注意 这 点 . 

素 理想 的 分 歧 , 非 分 歧 , 分 歧 指数 , 剩余 指数 等 等 可 以 像 下 面 那 样 以 Kp 中 的 语 
言 进 行 局 部 的 思考 . 


命题 6.52 设 卫 为 4 的 非 零 素 理想 , g 为 p 上 的 B 中 素 理想 . 
(1) Lg 的 赋值 环 Og 等 于 Kp 的 赋值 环 Op 在 Lg 的 整 闭 包 . 
(2) O04 的 素 理想 gOg 对 于 Op 的 素 理想 pOp 的 分 歧 指数 , 剩余 指数 分 别 为 


e(pOp, 904) = e(p,q), f(pOp,q0g) = fp,g) 
(3) gq 在 KK 上 非 分 歧 舍 gOg 在 Kp 上 非 分 歧 . 口 


因此 对 完备 域 Ke 进行 集中 考察 时 , 我 们 是 把 Op 作为 4 (从 而 天 = Kp) 来 考 
虑 的 . 


命题 6.53 设 4 为 完备 离散 赋值 环 , 则 妃 也 成 为 完备 离散 赋值 环 , 从 而 A 的 
唯一 的 非 零 素 理想 之 上 的 B 中 素 理想 是 唯一 的 . 


[证 明 ] 这 个 命题 可 由 命题 6.50 和 命题 6.52 推导 出 来 . 因为 , 根据 假定 条 件 有 
K = Kp, 命题 6.50 的 多 项 式 f 作为 Kp 系数 的 多 项 式 是 不 可 约 的 , 按照 命题 6.50， 
PpP 上 的 B 的 素 理想 是 唯一 的 . 令 其 为 g. 由 命题 6.50, Kz[T]/(P) 名 Za: Ta. 另 
一 方面 , KI[T]/(f) 当 L: 了 mw 因 天 = KE, 故 厂 = La. 于 是 ,B 是 4=Op 在 Lg 
中 的 整 闭 包 , 再 根据 命题 6.52(1) 知 B = Og. 所 以 B 是 完备 离散 赋值 环 . 和 


这 样 , 当 4 为 完备 离散 赋值 环 时 , 工 与 K 同样 成 为 完备 离散 赋值 域 . 工 的 赋值 
环 B 的 唯一 非 零 素 理想 在 K 上 非 分 歧 时 , 称 工 为 K 的 非 分 层 扩张 . 

我 们 已 知道 “完全 分 解 ”不 会 带 给 Ks 任何 的 扩张 . 而 “ 非 分 歧 ” 带 来 的 也 仅仅 
是 依赖 于 剩余 域 的 扩张 所 决定 的 K; 的 非常 简单 地 扩张 ( 表 6.4), 我 们 在 下 一 个 命题 
6.54 中 叙述 它 . 


命题 6.54 设 天 为 完备 离散 赋值 域 , 下 为 其 剩余 域 . 
(1) 1-1 对 应 


{K 的 有 限 非 分 歧 扩张 } ff {F 的 有 限 次 可 分 扩张} 
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表 6.4 ”从 Kp 胱 望 到 的 “完全 分 解 ” 与 “ 非 分 歧 ” 


对 完备 域 Kp 而 言 
完全 分 解 不 发 生 扩张 
非 分 歧 只 产生 非常 简单 的 扩张 


( 左 侧 不 计 KK 同 构 , 右 侧 不 计 瓦 同 构 ) 给 出 了 K 的 有 限 非 分 歧 扩 域 二 到 其 剩余 域 
已 的 对 应 . 在 此 对 应 工 收 妃 下 有 [L:K]=[B: 下 |. 如果 工 为 K 的 Galois 扩张 , 则 
妞 也 是 羽 的 Galois 扩张 . 并 且 得 到 了 Galois 群 的 同 构 Gal(L/K) 兰 Gal(E/F), 每 个 
0 € Gal(L/K) 对 应 于 由 它 导出 的 工 的 赋值 环 的 自 同 构 而 得 到 的 Gal( 思 /下 ) 的 元 . 

(2) 对 于 已 的 有 限 可 分 扩 域 ,以 如 为 剩余 域 的 (在 除去 KK 同 构 外 唯一 )K 的 
有 限 非 分 歧 扩张 可 以 如 下 面 这 样 得 到 . 取 Be 己 使 得 马 == 严 (5), 取 其 最 高 次 项 的 系 
数 为 1 的 已 系数 的 不 可 约 多 项 式 h(T) 使 得 h(B) = 0, 又 设 f(T) 为 最 高 次 项 系数 
为 1 的 4A 系数 多 项 式 ,使 得 f mod p==hh, 在 KK 中 添加 f(T) 的 一 个 根 得 到 的 域 工 
是 K 的 有 限 非 分 歧 扩 域 , 而 工 的 剩余 域 与 已 是 忆 同 构 的 . 

(3) 设 工 为 KK 的 有 限 可 分 扩 域 , 妃 为 其 剩余 域 . 包含 在 工 中 的 所 有 K 的 非 分 
歧 扩 域 的 集合 与 包含 在 思 中 的 玉 的 所 有 可 分 扩 域 的 集合 之 间 , 将 非 分 歧 扩 域 对 应 
于 其 剩余 域 是 一 个 满 单 射 口 


推论 6.55 如 果 到 为 剩余 域 是 有 限 域 的 完备 离散 赋值 域 , 则 对 于 每 个 n> 1 存 
在 唯一 的 K 的 非 分 歧 n 次 扩张 , 这 是 天 的 n 次 循环 扩张 ( 即 Galois 扩张 , 其 Galois 
群 为 循环 群 ). 


[证 明 ] ”根据 命题 6.54, 有 限 域 FF 的 n 次 可 分 扩张 对 于 每 个 n > 1 只 有 一 个 ， 
并 且 它 是 循环 扩张 (附录 8B.4). 和 


例 6.56 Qs 的 唯一 的 非 分 歧 二 次 扩 域 为 Qa(V=T). 这 个 域 Qa(V=T) = Qs(V3) 
=Qs(vV5) = Qa(V8) = Qs(VID) =……. 


[证 明 ] 由 命题 6.54(2) 以 及 Fs 有 唯一 一 个 二 次 扩张 Fa(V=T), 它 = Fs(V3) = 
Fs(V5) = Fa(V8) = Fs(VIT) = .…. 而 得 到 . [ 


再 者 , Qs 具有 三 个 二 次 扩 域 , 它们 为 Qs(V-T), Qa(V 引 , Qa(V=3), 后 两 个 为 分 
歧 扩 张 . 


例 6.57 在 形式 寡 级 数 域 F(T)) 的 情形 ，F 的 有 限 可 分 扩 域 忆 为 剩余 域 所 对 
应 的 有 限 非 分 歧 扩 域 为 E((T)). 口 


命题 6.27 的 同 态 可 以 作为 


Gal((B/q)/(A/p)) 兰 Gal (La/Kp) 一 Gal(L/K) 


而 得 到 . 这 里 的 第 一 个 同 构 是 命题 6.54(1) 中 的 同 构 . 而 后 一 个 映射 由 La 的 自 同 构 
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在 工 上 的 限制 得 到 的 . 

设 K 为 完备 离散 赋值 域 . 考虑 K 的 可 分 闭 包 Kesep. K 在 Kesep 内 的 有 限 非 分 歧 
扩 域 的 并 , 称 为 K 的 最 大 非 分 歧 扩 域 , 记 为 Kw. 这 是 K 的 (有限 或 者 无 限 ) Galois 
扩张 (参照 附录 8B.5), 是 包含 在 Ksep 内 的 K 的 所 有 有 限 非 分 歧 Galois 扩 域 的 并 . 
根据 命题 6.54, 有 


Gal(K™/K) Gal(Fser/F) 
(FseP 为 FF 的 可 分 闭 包 ). 


例 6.58 如 果 K 为 以 特征 为 p 的 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 , 则 天 
是 将 次 数 与 p 互 素 的 单位 根 全 都 添加 到 K 所 得 到 的 域 . 

这 是 因为 , 特征 为 p 的 有 限 域 F 的 可 分 闭 包 是 将 所 有 次 数 与 p 互 素 的 单位 根 
添加 到 F 所 得 到 的 , 而 由 于 次 数 与 p 互 素 的 单位 根 添加 到 K 的 扩张 为 K 的 非 分 歧 
扩张 ( 例 6.40), 故 由 命题 6.54 得 到 了 断言 . 口 


(d) 关于 无 限 素 点 的 补充 


到 此 为 止 我 们 一 直 讲述 的 有 关 在 扩 域 中 素 理想 的 行为 的 事情 适用 于 整体 域 的 有 
限 点 , 然而 关于 数 域 的 无 限 素 点 类 似 的 一 些 话题 有 多 少 成 立 的 , 我 们 来 讲 一 下 . 

设 K 为 数 域 , 工 为 K 的 有 限 扩 域 . 当 w 为 工 的 无 限 素 点 时 , 复合 映射 K 一 
工 一 Lw, 在 K 的 像 落 在 民 cC KL 中 时 是 K 的 实 素 点 , 而 没有 落 在 其 中 时 则 是 天 的 
复 素 点 . 这 时 我 们 说 , 它 是 在 w 之 下 的 无 限 素 点 ; 当 天 的 无 限 素 点 v 在 工 的 无 限 素 
点 也 之 下 时 , 就 说 w 在 uv 之 上 . 当 KK 的 无 限 素 点 v 之 上 的 工 的 无限 素 点 的 个 数 等 
于 [L:K] 时 , 则 称 v 在 工 中 完全 分 解 . 


命题 6.59 (命题 6.50 的 类 比 ) 设 KK 为 数 域 , 工 为 KK 的 有 限 次 扩 域 . 设 u 为 

KK 的 无 限 素 点 , w1,… ,wg 为 在 v 之 上 的 工 的 全 部 相 异 的 无 限 素 点 ， 取 a 使 得 

工 = KK(a), 并 设 f(T) 为 使 f(a) =0 的 系数 不 可 约 多 项 式 . 设 f 被 分 解 为 K, 系 
h 

数 的 不 可 约 多 项 式 的 积 [[ 三 . 于 是 有 hh 二 g, 且 如 果 适 当地 改变 及 ,… ,fo 的 顺序 ， 


则 作为 K。 上 的 域 ,有 


KT/(FT) S Lows: Thal <i<g). 0 
推论 6.60 (推论 6.51 的 类 比 ) 设 ww … ,wo,f 如 命题 6.59 所 设 . 
GD [LZ:K]= Pr. : Kl]. 


(2) 下 面 的 Gan 等 价 . 
(GD vw 在 工 中 完全 分 解 . 
(i 对 于 所 有 i= 1 ,g, Ky 当 Lv,. 
(ii) 了 被 分 解 为 K。 上 一 次 式 的 积 . 口 
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例 6.61 设 K = Q, 工 = Q(V3),v 为 @ 的 那个 唯一 的 无 限 素 点 . a = V5, 
f(T) =7T? 一 2. 在 及 中 有 分 解 72-2= (人 -VD(T+VD. 于 是 wv 在 工 中 完全 分 
解 , 设 wi,w2 是 Q@(V3) 的 那 两 个 无 限 素 点 , 则 R 当 Q(V3),. 口 


[命题 6.59 的 证 明 ] 无 限 素 点 为 从 数 域 到 C 的 域 同 态 并 将 复 共 思 的 映射 视 为 相 
同 的 . 因为 K[T]/(f) 全 工 , 工 的 无 限 素 点 可 考虑 为 从 KIT]/(f) 到 C 的 域 同 态 . 因此 
工 的 无 限 素 点 在 v 之 上 , 可 考虑 为 从 K,[T]/(f) 到 C 的 同 态 , 从 而 命题 6.59 由 此 得 
出 . D 


命题 6.62 (命题 6.24 的 类 比 ) 设 KK 为 数 域 , 工 为 K 的 有 限 Galois 扩张 ,v 为 
KK 的 无 限 素 点 ， 如 果 ww,w 为 v 之 上 工 的 无 限 素 点 , 则 存在 ce Gal(L/K) 使 得 
o(w) = wi. 口 

在 这 里 , Gal (ZL/K) 在 工 的 无 限 素 点 全 体 上 的 作用 定义 为 , a e Gal(L/K) 将 域 
同 态 入 : 工 一 C 转换 为 oo-1: 工 一 C. 

例如 , Q(V3) 的 两 个 无 限 素 点 在 Gal (Q(V3)/Q) 的 作用 下 被 移 到 了 一 起 . 

[命题 6.62 的 证 明 ] 当 从 K 到 C 的 域 同 态 被 固定 时 , 对 于 K 上 的 域 同 态 入: 
工 一 C, 问题 归结 为 存在 ce Gal(L/K) 使 得 入 = 入 oo. 上 


(e) 证 明 


在 (a) 一 (c) 小 节 中 没有 证 明 的 叙述 过 的 断言 , 其 证 明 将 在 本 节 中 给 出 . 在 此 , 我 
们 假设 4, K, B, 工 如同 在 86.3 一 开头 所 叙述 的 那样 . 证 明 首先 从 考察 完备 化 Ko 开 
始 , 这 是 有 效 的 方法 .在 下 面 做 了 几 个 基本 引 理 的 准备 之 后 , 先 证 明 有 关 完备 化 的 
(c) 小 节 的 命题 6.50, 命题 6.52, 在 此 之 后 , 按照 (a) 一 (c) 所 叙述 的 顺序 进行 证 明 . 

先 准备 几 个 引 理 . 

引 理 6.63 设 ae 也. 

(1) Tri/r(a) e 4. 

(2) Niyk(a) e4maB. 这 里 NEjk :研一 天 为 范 映射 (8B.3). 

(3) 设 f(T) 为 使 f(a) = 0 的 天 系数 的 不 可 约 多 项 式 且 其 最 高 次 项 的 系数 为 1， 
则 了 的 系数 全 属于 A. 

[证 明 ] 在 证 明 (3) 时 只 要 将 工 换 作 K(a) 就 可 以 了 , 所 以 假定 工 = K(a). 取 
包含 工 的 K 的 有 限 Galois 扩 域 LB' 为 4 在 己 中 的 整 闭 包 . 设 mi : 工 一 三 ( 人 = 
1 ,m,n 三 区 : KI) 为 从 工 到 工 的 所 有 在 K 上 的 域 同 态 (参看 8B. 2). 我 们 有 


Tok(a) = Doi(o), Nesr = I ei, rm = II -0;(0)): 
i=1 i=1 i=1 


因为 0; 将 B 映 到 B' 中 (这 是 由 “4 上 整 ” 的 定义 得 到 的 ), 故 o;(a) e B' (1 < i < n). 
因此 > oi(a), [oi(@),f(7) 的 系数 (它们 可 写 为 o1(a),… ,on(a) 的 整 系数 的 多 
i=1 


i=1 
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项 式 ) 属于 天 mB' = 4. 
至 于 Ni/k(aQ) e aB, 只 要 对 a 关 0 证 明 就 可 以 了 ; 只 需 证 明 工 的 元 a-1Nz/x(a) 


属于 B 即 可 . 设 ,… ,on 中 ol 为 包含 映射 : 工 一 乙 , 则 a-1Nrzyk(a) = IIco) E 
B'NL=B. ER 


引 理 6.64 设 I 为 B 的 非 零 理想 , 则 ANIT 为 4 的 非 零 理 想 . 若 了 为 B 的 非 
零 素 理想 , 则 ANIT 为 A 的 非 零 素 理想 . 


[证 明 ] 设 I 为 B 的 非 零 理 想 , 我 们 来 证 明 AN 了 承 0 ( 引 理 6.64 的 其 余部 分 是 
容易 的 ). 设 a e I, a 关 0. 根据 引 理 6.63(2) 知 , 0 六 Nijk(a)eE ANaBcCANI. 时 
引 理 6.65 B 为 有 限 生成 4 模 . 口 


在 证 明 引 理 6.65 之 前 先 引进 一 些 记号 . 
对 于 工 的 子 集 XX, 令 


Xv={aEL : 对 于 所 有 的 ze 和 X 有 Troyk(az) e A}. 


如 果 和 C Y, 容易 知道 有 YY C XY， 另外 , 根据 引 理 6.63(1) 有 B Cc Bv(= 
D(B/A)-!). 
设 aa ,an (n 二 [ 开 : K]) 为 及 上 线性 空间 工 的 基底 ,而 a?,… ,at 为 满足 
1 i=j 
TY io*) 一 
ZL/K(oia3) 这 
的 作为 天 上 线性 空间 工 的 基底 (命题 B.16), 则 容易 明白 有 


[ 引 理 6.65 的 证 明 ] 作为 K 上 线性 空间 工 的 基底 ai,…,an 可 以 取 为 B 中 的 
元 ( 取 任意 的 基底 , 消去 其 分 母 即 可 ). 于 是 , 由 4a +…+ 4an C 巨 有 


BCBYC(Aat+..+ Aan)” = Aat +:.:+ Aa. 
因此 , B 为 有 限 生成 4 模 ha +… 十 hat* 的 4 子 模 . 因为 4 为 Noether 环 , 故 有 
限 生成 4 模 的 4 子 模 仍 为 有 限 生成 4 模 , 故 B 为 有 限 生成 4 模 . ' 
下 面 的 引 理 6.66 和 推论 6.67 是 “中 国 剩余 定理 ” (82.2 命题 2.1(4)) 的 推广 . 


引 理 6.66 设 民 为 交换 环 , 当 民 的 理想 JT， J 满足 T+J= 民 时 ,有 IJ=INJ， 
从 而 自然 映射 R/TJ 一 R/T x RR/J 是 同 构 . 
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[证 明 ] 取 a,b 使 得 a+b=1,ae 7, be J. 显然 TJ CINJ, 反 之 ,如 果 zz eINJ， 
由 于 za,zbe 1J, 故 z=za+zbe1J. 因为 1J=INJ, 故 R/IJ 一 R/TxR/J 为 
单 射 . 至 于 满 射 , 因为 对 于 z,y e R, 如 果 令 z = bz + ay, 则 知 > = z mod 1, z=Yy 
mod J, 从 而 得 证 . a 


推论 6.67 设 已 为 Dedekind 环 , q1,… ,qs 为 丸 的 相 异 的 非 零 素 理想 ， 而 
ma1…… ,ng 之 1, 则 


9g 
BR/ (om gq») S [IR/ar. 0 
二 


推论 6.68 设 p 为 A 的 非 零 素 理想 ,qi,…,qg 为 p 上 已 的 所 有 相 异 的 素 理 
想 , 则 
Eh 
limB/p"B SII os.. 
从 i=1 


[证 明 ] 令 pB = gf …qs” (ei > 1), 则 根据 推论 6.67 有 


了 
B/p"B=B/(qr".…qy") S IIB/a:”™. 


i=l 


对 其 取 lim 就 得 到 了 推论 6.68. 上 


下 面 , 将 证 明 在 (c) 小 节 氢 述 的 , 有 关 完备 化 的 命题 6.50， 6.52. 
下 面 的 引 理 6.69 是 命题 6.50 的 证 明 的 本 质 所 在 . 


g 
引 理 6.69 设 on,… ,an 为 KK 上 线性 空间 工 的 一 个 基底 ， Its, 作为 Ke 上 


et 
9 
的 线性 空间 也 以 oy，.… ,an 为 基底 , 这 里 每 个 ai 通过 对 角 吝 入 La, : y 小 
i=1 
g 
(vi)i<i<o 被 看 作 [La, 的 元 . 可 


i=l 


9 
注 记 6.70 引 理 6.69 若 使 用 张 量 积 的 记号 , 便 可 简明 地 写成 Kp@xL 汪 Ilz5.: 


AT 
[ 引 理 6.69 的 证 明 ] 由 于 B 是 有 限 生成 4 模 , 可 取 4 的 非 零 元 a 使 得 aB c 
4a +… 十 Aan. 另外 , 再 取 4 的 非 零 元 使 得 5(Aas + .… + Man) cB， 定义 
4: 4e@n SS A + + Aan 为 (mijigisn Drios, 及 s:B— ASn, :ASB 
为 s = .1o “a 们 映射 ",t = 号 售 映射 "oi. 网 s ot to s 每 一 个 都 等 于 ob 倍 映射 
根据 推论 6.68 知 , 取 lim( )/p"( ), 则 st 诱导 出 O。 模 的 同 态 


EA g 
[oo = 09", £:(0p)®" = IIos,, 
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sofi ;fos 每 一 个 都 等 同 于 ab 倍 映射 . 
Kr 一直: (ew:… yw) PP Dwias 与 太 呈 相等 , 因 其 道 映射 为 a-15, 所 
以 这 是 个 同 构 映 射 A ! 
[命题 6.50 的 证 明 ] 在 引 理 6.69 中 令 os = ai-1 (1 < i<n), 于 是 得 到 了 Kp 上 
的 环 同 构 


g 
KplTN/(N) SIIra: Toa 
i=1 


另 一 方面 , 把 引 理 6.67 应 用 于 R= Kp[7], qi = (用 ,mi = 1 的 情形 , 得 到 Kp 上 
环 的 同 构 


h 
Kp[T]/(f) S TE KplT1/ (A). 
t=1 


比较 这 两 个 同 构 便 得 到 了 命题 6.50. 和 

[命题 6.52 的 证 明 ] 证 明 (1) ((2) 和 (3) 的 证 明 比 较 容 易 , 故而 略 去 ). 首先 证 明 

Oa, 为 有 限 生成 Op 模 . 在 引 理 6.69 的 证 明 中 出 现 的 O 模 的 同 态 3: [04, 一 08”， 
i=1 


g 
因为 fos = “ab 倍 ” 为 1[ Oa, 上 的 单 射 , 故 其 也 为 单 射 . 因此 , 由 于 04, 同 构 于 08” 


的 0 子 模 , 从 而 作为 D。 模 为 有 限 生成 .根据 在 交换 代数 中 熟知 的 “ 整 元 属于 
一 个 作为 有 限 生 成 模 的 环 ”的 关于 整 元 的 一 个 解释 , 它 表明 Oo 的 所 有 元 均 在 Op 
上 为 整 . 另 一 方面 , 由 于 Oa, 为 整 闭 , 这 便 证 明了 Ou 为 Op 在 La, 中 的 整 闭 包 . 


下 面 我 们 来 给 出 (a) 小 节 中 没有 证 明 的 那些 命题 的 证 明 . 
[命题 6.22 的 证 明 ] 由 命题 6.50 知 ， 


9 
L: KI= 1, : Kpl. 
i=1 


此 如 果 能 证 明 [Lg, : Kp] = e(p, qi;)f(p,qi) 就 可 以 了 . 根据 命题 6.52, 这 可 归结 到 
4 为 完备 离散 赋值 环 的 情形 . 

那么 我 们 在 此 假设 4 为 完备 离散 赋值 环 , 而 p 为 4 的 唯一 的 非 零 素 理想 , q 为 
B 的 唯一 的 非 零 素 理想 (命题 6.53), 并 令 q 对 于 p 的 分 歧 指数 为 e, 剩余 指数 为 . 
因为 离散 赋值 环 为 主 理想 整 环 , 故 可 以 应 用 “ 主 理想 整 环 上 有 限 生成 无 扭 模 为 自由 
模 ” 的 定理 到 4 模 B, 从 而 知道 作为 4 模 的 B 同 构 于 Ae" (n = [L : K]). 于 是 
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dimayp(B/pB) =n. 设 q 的 生成 元 为 a, 则 
n= 上 oe) 


= Dam Bans) = f=ef. 


i=0 


上 面 的 倒数 第 二 个 等 式 是 因为 B/aB 当 oiB/ait1B : z by aiz 以 及 B/aB = B/g 
为 4/p 上 了 次 扩 域 . 上 


为 了 证 明 命题 6.24, 我 们 需要 作 些 准备 . 
定义 6.71 当 工 为 KK 的 Galois 扩张 时 , 对 于 也 的 素 理想 gq, 令 


Da= {0 € Gal(L/K)|o(q)=q}. 


Da 为 Gal(L/K) 的 子 群 , 称 为 g 的 分 解 群 (decomposition group). 
引 理 6.72 设 工 为 K 的 Galois 扩 域 ,p 为 A 的 非 零 素 理想 , 当 g 为 六 上 所 
的 素 理想 时 , Lg 为 Kp 的 Galois 扩张 , 而 群 的 同 构 
Gal(La/Kp) S Da 


由 Lg 在 Kp 上 的 自 同 构 限 制 于 工 给 出 . 


[证 明 ] 对 于 Lg 是 Kp 的 Galois 扩 域 , 我 们 取 工 在 K 上 的 生成 元 a, 则 La 
在 Ko 上 由 a 生成 (命题 6.50), 因为 a 在 K 上 的 所 有 共 思 元 都 在 过 中 , 从 而 知 其 
均 在 Za 之 中 . 容易 看 出 自然 映射 Gal (Lg/Kp) 一 Gal(L/K) 的 像 含 在 Du 之 中 . 至 
于 Gal (Lg/Kp) 一 Da 为 同 构 的 断言 , 由 Da 中 元 的 连续 性 , 可 延 拓 为 Kp Ly . 
自 同 构 ， 故 给 出 了 逆 映 射 Da 一 Gal (Lg/Kp), 从 而 断言 得 证 . 


[命题 6.24 的 证 明 ] 设 六 为 p 上 的 B 的 素 理想 全 体 的 集合 , 固定 一 个 ge X， 
并 令 Y = {o(qi)| cs Gal(L/K)} c X. 从 下 面 的 证 明 有 PL : Kp] = 2 [La : 


XxX 
Ks], 故 知 区 = 了 事实 上 ， * 
DLa: Ks] = #(Y): [La, : Kp] =#(Y).#(Da,) 
geY 


=[L:K]= [Lo: Kp]. 


gEX 


其 中 的 第 一 个 等 式 是 由 于  e Gal(L/K) 诱导 了 K。 上 的 同 构 La, 尝 Lo(q). 第 二 
个 等 式 由 引 理 6.72 得 到 . 第 三 个 等 式 是 由 于 映射 Gal (L/K) 一 Y: o 小 o(qi) 诱导 
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了 从 Gal(L/K)/Da, 到 Y 的 满 单 射 . 而 第 四 个 等 式 是 由 于 命题 6.50. 和 
[命题 6.27 的 证 明 ] 它 归纳 于 (c) 小 节 中 的 命题 6.54， 而 命题 6.54 将 在 后 面 
证 明 . D 


下 面 证 明 在 (b) 小 节 中 叙述 而 没有 证 明 过 的 断言 . 

首先 , 关于 D(B/4)-1 为 B 的 分 式 理想 的 问题 , 由 在 引 理 6.65 的 证 明 中 出 现 的 
BY c 4oi +… 十 ha* 知 , D(B/4)-! = BY 为 有 限 生 成 4 模 , 因此 知道 它 也 是 个 有 
限 生成 B 模 . 


[命题 6.32 的 证 明 ] 首先 证 明 4 为 完备 离散 赋值 环 的 情形 (后 面 将 把 一 般 的 情 
形 归 结 到 这 个 情形 ). 

设 4 为 完备 离散 赋值 环 , 并 令 4 的 唯一 的 非 零 素 理想 为 p, B 的 唯一 非 零 素 理 
想 为 q. 

由 于 Trpjk(B) c 4, 故 Trzjx 给 出 了 4 模 同 态 B 一 4, 于 是 诱导 出 A/p 模 的 
同 态 T: B/pB 一 4/p. 对 于 BeB, 取 oi,… ,an (n=[L:K]) 为 B 作 为 4 模 的 基 
底 , 在 这 组 基底 之 下 8 倍 映射 B 一 B 由 4 系数 的 n 阶 方 阵 表 示 , 而 Trijk(B) e 4 
恰 是 这 个 方 阵 的 迹 . 从 而 对 于 86 e B/pB, 当 把 8 倍 映射 B/pB 一 B/pB 按照 B/pB 
作为 4/p 模 的 基底 (ai mod pB)i<i<nw 表示 为 A/p 系数 的 n 阶 方 阵 时 , T(B) 等 于 
该 方 阵 的 迹 . 

设 e 为 分 歧 指 数 e(L/K) = e(p,g). 首先 证 明 qe-! 除 尽 D(B/4). 由 于 ge =p， 
在 B/pB 中 , q/pB 中 元 的 e 次 震 为 0， 因 为 某 次 震 为 0 的 矩阵 的 迹 总 为 0, 故 
T(q/pB) = 0， 这 表明 Trijx(q) < p， 由 此 可 知 袜 z/k(p-1g) Cc 4， 也 就 是 说 
Tryr(gl-。) C 4. 这 说 明 qe-! 除 尽 了 D(B/4). 

如 果 e> 2, 则 9 除 尽 qe!, 因而 除 尽 D(B/4). 

现在 考虑 e = 1 的 情形 . 由 于 此 时 g = pB, 知 B/pB 是 4/p 的 有 限 扩 域 , 并 且 
了 T 是 由 B/pB 到 A/p 的 迹 映射 . 于 是 此 时 ， 


q 在 KK 上 分 层 侣 B/pB 为 4A/p 的 不 可 分 扩 域 
今 T(B/pB) =0 (命题 B.16) 
人 Trix(B)Cp 
今 Tc/k(g 1!) = Trz/k(p-1B) 包 含 在 4 中 
今 q 除 尽 D(B/4). 


其 次 , 根据 以 下 的 引 理 6.73, 可 将 一 般 情形 化 到 4 为 完备 离散 赋值 环 的 情形 . 因 
此 如 果 引 理 6.73 得 证 , 则 就 完成 了 命题 6.32 的 证 明 . ' 


引 理 6.73 设 g 为 B 的 非 零 素 理想 ,p 为 gq 之 下 A 的 非 零 素 理想 ,d>0 为 整 
数 , 则 qd 除 尽 吃 (B/A) 与 qdOg4 除 尽 DD(Og/Op) 等 价 . 口 
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为 证 明 这 个 引 理 , 我 们 需要 应 用 下 面 的 引 理 . 
引 理 6.74 对 于 aeL 有 


9 g 
Tryxk(a) = > Tr /rs (a), Nek(a) = I Ni, ro). 
i=1 i=1 


[证 明 ] ”从 引 理 6.69 即 知 . D 


[ 引 理 6.73 的 证 明 ] 取 ae 4 使 得 ae qi, a 关 0 (根据 引 理 6.64, 这 是 可 行 的 ). 
由 推论 6.67 (Dedekind 环 的 中 国 剩余 定理 ) 知 , 从 引 理 6.74 可 得 到 下 面 的 交换 
图 表 . 


g 4/B EC alB/B 一 ar14/4 
EA El El 
gq 0s/04 < Tle 0%/0% = I Op /Op 
a p’ 


这 里 的 g' 遍历 B 的 非 零 素 理想 , 而 p' 遍历 4 的 非 零 素 理想 , 上 面 那个 水 平 箭头 由 
Trz/k 诱导 , 下 面 的 水 平 箭头 是 由 每 个 p' 之 上 的 gq’ 的 TrLy /Kp 所 诱导 . 根据 此 图 
表 我 们 有 
q" 除 尽 D(B/4) 今 上 水 平 箭头 使 gq-4/B 化 零 
今 下 水 平 箭头 使 gq-sOo/04 化 零 
兮 gd0。 除 尽 D(Oo/Op). 上 
[命题 6.35 的 证 明 ] ”(1) 记 第 (i,j) 分 量 为 me(aia5) 的 n 阶 方 阵 为 D(a,:…， 

Qn). 取 B1,… ,Bn 为 OF 作为 Z 模 的 另 一 组 基 , 则 


n 
B= BEL (1gign, zi € 2), 
jel 


并 记 第 (i,j) 分 量 为 zi; 的 n 阶 方 阵 为 X. 由 于 有 


nn 
Trp/@(BiB;) = DD rinTre/o ara)z, 


k=1 1=1 


故 
D(Bi,% ,bn) = XD ,on) *X 


(X 为 区 的 转 置 矩 阵 ) 由 于 X 为 具有 整数 分 量 的 逆 矩 阵 , 故 det(X) = 二 1. 由 此 有 
det(D(B1,... ,Bn)) = det(X)2 .det(D(aa an)) = det(D(@1, ,an))， 


(2) 取 FF 的 元 a?f,… ,ax 使 得 当 i = 时， Tryo(aio;) = 1, 而 当 i ##j 时， 
了 YF/Q(oiQ3) = 0. 则 Zai+… 十 Zat 等 于 D(OF/Z) 的 逆 理 想 D(OF/Z)-1. 试 令 a = 
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六 skar， ax ez 这 时 对 两 端 乘 w 并 以 Tpye 作用 , 便 看 出 有 oy 一 mntaua 


例 此 可 以 应 用 下 面 的 引 理 6.75(2) 到 M = D(OF/Z)-!, M’ = OF, ei= Qt, el = a 
的 情形 , 得 到 


IDr|=[D(OF/2Z)- :OF] = [OF : D(OF/Z)] (习题 6.4). 


(3) 由 (2), “p 除 尽 Dp ” 今 “ 存 在 除 尽 D(Op/Z) 的 OF 的 非 零 素 理想 gq, 使 得 
#(OF/q) 为 p 的 倍数 "人 “存在 pZ 之 上 的 除 尽 D(OF/Z) 的 OF 的 非 零 素 理想 q”. 
其 中 最 后 的 条 件 , 根据 命题 6.32, 等 价 于 p 在 FF 中 分 歧 . 


(4) 令 5 为 (i,j) 分 量 是 o;(o;) 的 n 阶 和 矩阵 , 则 因为 Trr/Q(aia;) = no 


k=l 

ck(aj), 得 到 D(a1，… ,an) = 5 .5. 对 其 两 边 取 行列 式 有 Da = det(S)?. a 

引 理 6.75 设 M 是 秩 为 nn 的 自由 名模 , M' 为 M 的 名 子 模 , 并且 是 秩 仍 为 n 
的 自由 也 模 . 则 

(1) 存在 M 的 基底 e1,… ,en, M' 的 基底 el，,… ,el, 使 得 ee Zei (1<i< n). 

(2) 指数 [M : M1'] 有 限 , 当 取 e1,… ,en 为 M 的 基底 , ei，… ,e/ 为 M' 的 基底 ， 
并 记 el = 了 ciei (1<i<n, cij eZ) 时 ,有 

i=1 


LM: M'] = | det((ca)ia)l. 


[证 明 ] “(1) 可 以 由 Z 模 的 一 般 理论 (或 者 主 理想 整 环 上 模 的 一 般 理论 ) 得 到 . 
证 明 从 上 略 . 

证 明 (2). 问题 中 等 式 的 右 端 在 M, M' 的 基底 变换 时 不 变 . 那么 根据 (了 ), 我 们 
便 可 以 取 el = aiei (1 < i < n, ai € Z, ai 关 0). 这 时 , 右 端 为 la .…an|, 另 一 方面， 
MAM @Z/aiz, 故 [M :M1]= ler:…anl. 


下 面 的 引 理 在 今后 的 讨论 中 颇 为 重要 . 


引 理 6.76 设 ae B, 工 = K(a), 并 设 f(T) 为 使 f(a) = 0 的 最 高 次 项 系数 为 
1 的 天 系数 不 可 约 多 项 式 , 则 


Mtalv = Fe Al 
[证 明 ] 取 hla] 的 基底 1… ,an-l (n = [L : 有 ]), 而 取 Pe 3 为 
7 的 4 的 革履 于 是 只 要 证 明和 了 (Tryx El 本 属于 可 过 


和 矩阵 群 GL,(4) 即 可 . 当 i+j >>n 时 , aiti 为 1,.…,an-! 的 4 系数 线性 组 合 , 故 
而 根据 下 面 的 引 理 6.77, 这 个 矩阵 的 (i,j) 分 量 (0 < i < mw 0 < j < n) 全 都 属于 4， 
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而 且 如 果 i 二 j =n 一 1 则 为 1, 如果 i 二 j < n 一 1 则 为 0. a 
GLn(A). 
引 理 6.77 设 a 及 了 为 引 理 6.76 所 设 , 而 n=[L:K]. 于 是 当 0<m<n-l 


Tux (RC) 等 于 0, 而 当 m=n 一 1 时 其 为 1. 


[证 明 ] 设 a1,… ,an 为 a 在 KK 的 代数 闭 包 中 所 有 的 共 思 e 元 , 则 


mwx ( 况 )= = 说 et o5) 


j¥i 


但 是 , 当 0< m <n 一 1 时 成 立 


这 个 等 式 是 因为 该 等 式 两 端 都 是 次 数 不 大 于 n 一 1 的 多 项 式 , 而 两 边 在 = = ak (1 < 
k < n) 时 都 取 同 一 个 值 a 故而 得 到 .比较 该 等 式 两 端的 mn- 1 次 项 的 系数 , 便 得 
到 了 引 理 6.77. ' 
[命题 6.37 的 证 明 ] 这 由 引 理 6.76 立即 可 得 . D 
人 售 题 6.39 的 证 明 ] 设 g(7) 为 使 g(a) = 0 的 天 系数 不 可 约 多 项 式 , 目 其 最 
高 次 项 系数 为 1. 令 h(T) = 二 E K[T], 并 令 g(T) 为 He- =mJa- 
T- (= 区 :天 aa,an 为 a 在 K 上 的 全 部 共 罗 元 ) "从 而 在 K((T- 1)) 中 展 
开 时 其 系数 全 整 于 4, 因此 知 其 属于 4, 于 是 h(T) < A[T]. 那么, Pr(a) = g(a)h(a) 十 
g(aMN(a) = g(a)h(a) 属于 g(a)Ala]. 另 一 方面 , 由 于 hla] c B, 故 


D(B/4) 一 = BYc4lay= 7 加 4 ( 引 理 6.76) c -4lal. 1 


二 f'(a) 
[命题 6.41 的 证 明 ] 如 果 能 证 明 


9g 
(A/PITI/(f mod p) SS B/pBSIIB/q::T™ a, 


i=1 
并 将 其 与 
(A/P)ITI/(f mod p) S JP mod p) 


进行 比较 , 就 可 得 到 (1 ) (4/P)ITI/(f mod p) 在 A/p 上 的 维 数 为 [5 : KI], 而 因为 
Ta/a 在 4/p 上 的 维 数 也 为 和 f(p, qi) = [5 : K], 故而 如 果 能 证 明 (4/p)[T]/(f 


1 isl 
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mod p) 一 B/pB 为 满 射 就 够 了 . 这 就 是 说 要 证 明 4[a] + pB = B. 根据 命题 6.39 我 
们 有 jP(a)B c hla], 于 是 由 假定 条 件 f'(a) 4 q; (1 < i< g) 得 到 f'(a)B+pB = 了 ， 
从 而 得 到 所 要 的 断言 . 
证 明 (2). 假设 工 为 K 的 Galois 扩张 , 根据 命题 6.24 知 [B/q; : A/p|] 不 依赖 于 

i 因此 

了 mod p 在 A/p 中 有 根 

仿 对 于 某 个 i, fi mod p 的 次 数 为 1 

今 对 于 某 个 i, [B/qi;: A/p]=1 

今 对 于 所 有 的 i, [B/q;: A/p] =1 

伟 p 在 工 中 完全 分 解 . 


[ 引 理 6.43 的 证 明 ] 根据 条 件 (i), 存在 4 的 非 零 元 a 使 得 aB c B' c B. 因 
此 , 如 果 能 证 明 对 于 所 有 4 的 非 零 理想 a 有 B = B' +aB, 则 取 a = (a) 则 得 到 了 
B=B'. 就 B= B'+aB 的 证 明 而 言 , 当 a 以 素 理想 的 积 的 形式 出 现时 , 对 于 所 出 现 
的 素 理想 的 个 数 , 算 上 重复 的 , 使 用 归纳 法 , 按 下 面 这 样 证 明 即 可 . “a 为 4 的 非 零 理 
想 ,p 为 4 的 非 零 素 理想 , 如 果 B = B' 二 aB, 则 B = B'+apB”. 假设 B = B+aB， 
根据 条 件 (ii), 我 们 有 


B=B+aB= B+a(B'’+pB)= B'+apB. n 


[ 引 理 6.45 的 证 明 ] (1) 记 f(T)=T*+aT"ml+...+an, n=[L:K]),ae 
Pp (1<i<n), an #4 px. 我 们 有 


(6.5) om = 一 (alan-1 十 .… 十 an). 


设 gq 为 p 上 B 的 素 理想 , 并 令 e = e(p,q)， 由 (6.5) 知 , an e pB c q， 因 此 
a E q. 另外 , ordg(an) = eordp(an) = e, 而 对 于 1 < i < mw 若是 ai 关 0, 则 
ordg(aia™i) = e'ordp(ai) 十 ordg(a"') > e, 故 (6.5) 右 端的 ordg 等 于 e(86.2(b), 问 
题 3). 那么 根据 (6.5), ordg(a") = e, 从 而 n.ordg(a) = e. 按照 命题 6.22, 由 于 n > e， 
故 必 有 n = e, ordg(a) = 1. 因为 n = e, 由 命题 6.22 知 p 上 B 的 素 理想 g 是 唯 

如 果 p = (an) 则 由 an € (a) 知 (a) 除 尽 (an) = p = qs, 因 ordg(a) = 1, 故 
q = (a). 

(2) 根据 e(p,q) = [5 : K] 以 及 命题 6.22 有 4/p 马 B/q， 应 用 此 事实 及 
orda(a) = 1, 对 于 每 个 i>0, A/p 模 gi/qit! 由 ai 的 像 生成 , 从 而 (2) 得 证 . 和 

[ 引 理 4.35 的 证 明 ] (1) 已 在 例 6.49 中 得 证 . 

(2) 已 包含 在 [Q(Cw) : Q] = #((Z/NZ)*)( 定 理 5.4 的 结论 ) 的 事实 之 中 . 
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(3) 则 包含 在 下 面 的 断言 之 中 , 即 “ 取 m,n > 1, 如 果 取 Gw e Q(Cn), 则 或 者 
m 为 n 的 约 数 , 或 者 n 为 奇数 而 m 为 2n 的 约 数 "， 至 于 此 断言 的 证 明 , 我 们 把 在 
Q(Gmn) 中 使 得 Q(bm) c Q@(Gn) 成 立 的 问题 , 按照 Galois 理论 转换 为 Galois 群 的 子 
群 的 问题 :“ 如 果 (Z/mnZ)x 一 (Z/nZ)* 的 核 包 含 在 (Z/mnZ)x 一 (Z/mZ)* 的 核 
中 , 则 或 者 m 为 n 的 约 数 , 或 者 n 为 奇数 而 m 为 2n 的 约 数 .” 根 据 中 国 剩余 定理 ， 
证 明 归 结 为 m,n 为 素数 的 寡 的 情形 . 

(4) 包含 在 后 面 的 这 个 断言 之 中 , 即 “ 设 p 为 素数 ,m” > 1 令 e= [Q(n) :gl = 
Pr ip 一 TD, 则 在 Z[Gr] 中 (p) 的 素 理想 分 解 为 (p) = (1 一 6P)”. 这 是 在 引 理 6.45 
中 令 天 =Q@Q, 工 =Q(Gn),a= pn 一 1, p =p2Z 的 结果 . 像 在 例 6.48 中 见 到 的 那样 , a 
是 常数 项 为 p 的 关于 pZ 的 Eisenstein 多 项 式 的 根 , 从 而 按照 引 理 6.45, (p) = (a)*， 
从 而 (a) 是 素 理想 . 

(5) 则 由 Gal (Q(G)/Q) 作用 于 (4) 的 结果 得 到 . 和 


下 面 我 们 来 给 出 (c) 小 节 所 叙述 的 命题 6.54 的 证 明 . 


[命题 6.54 的 证 明 ] 由 于 (3) 的 证 明 可 以 用 证 明 (1) 和 (2) 的 同样 方法 , 故而 在 
这 里 我 们 只 给 出 (1) 和 (2) 的 证 明 . 

首先 当 取 ,6,h,f 如 同 (2) 中 时 , 我 们 证 明 将 f 的 一 个 根 a 添加 到 K 形成 的 
域 工 是 KK 的 非 分 歧 扩 域 , 且 工 的 剩余 域 与 巨 是 FF 同 构 的 . 在 工 的 剩余 域 中 由 于 
f'(a) 非 零 , 故 由 命题 6.39, 工 为 K 的 非 分 歧 扩 张 ,并且 工 的 赋值 环 与 4A[a] 相同 . 因 
此 , 工 的 剩余 域 为 在 上 添加 h 的 一 个 根 形成 的 域 , 从 而 与 巨 在 上 同 构 . 

再 者 , f 作为 K 系数 多 项 式 为 不 可 约 , 这 可 由 [L : K] = [E : 可 = f 的 次 数 
得 到 . 

下 面 设 工 为 K 的 有 限 非 分 歧 扩 张 , 其 剩余 域 设 为 , 而 8,h,f 取 为 与 (2) 中 的 
相同 , 我 们 来 证 明 此 时 工 为 由 FF 添加 f 的 一 个 根 形成 的 域 . 将 f 分 解 为 首 项 系数 


为 1 的 二 系数 的 不 可 约 多 项 式 的 积 [[ 开 . 因为 fi 的 根 全 都 在 K 的 赋值 环 4 上 是 
整 的 , 故 记 的 系数 全 部 在 4 上 是 整 的 (与 引 理 6.63(3) 的 证 明 相同 ), 从 而 属于 工 的 
赋值 环 B. 因为 在 召 中 0= 7(6) = 了]fi(8), 故 对 于 某 个 ;在 已 中 有 户 (6) = 0. 那 


i=1 

么 就 取 此 i, 将 的 一 个 根 a 添加 到 L 上 . 因 在 L(a) 的 剩余 域 上 Fi(a) 天 0, 按照 
命题 6.41, L(a) 为 工 的 非 分 歧 扩 张 , 而 L(a) 的 剩余 域 EIT]/(fi). 然而 由 于 所 在 
吾 上 有 根 6, 故 L(a) 的 剩余 域 为 E, 与 工 的 剩余 域 相同 . 这 样 , L(a) 与 工 之 间 分 歧 
指数 以 及 剩余 次 数 都 是 1, 因此 L(a) = L. 于 是 L > K(a). 由 于 K(a) 的 剩余 域 含 
有 所 的 根 , 故 [K(a) : K] > [BE: 克 =[L:K], 从 而 上 = K(a). 

由 于 f 作为 K 系数 多 项 式 为 不 可 约 , 在 K 上 添加 f 的 一 个 根 得 到 的 域 在 天 
同 构 下 不 依赖 于 根 的 选取 . 于 是 可 知 , 剩余 域 为 上 同 构 的 K 的 有 限 非 分 歧 扩张 
均 在 K 上 相互 同 构 . 
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下 面 假设 工 为 K 上 的 Galois 扩张 , 8, h, f 如 上 所 设 , 则 f(T) = He- Qi), n= 


区 : K], os 成 了 工 的 赋值 环 中 的 元 ,于 是 , 在 工 的 剩余 域 中 , h(T) = He- Bi), 


其 中 B; 为 ai 的 像 . 由 此 我 们 知道 了 已 为 F 的 Galois 扩张 . 因为 An 为 可 分 
多 项 式 , 1,… ,Bn 互 不 相同 , 因此 自然 映射 {Qi,… ,an} 一 {B1,… ,Bn} 为 单 射 . 
将 Gal(L/K) 看 作 是 集合 {a1,… ,an} 上 的 全 体 置换 的 群 的 子 群 , 而 Gal(B/F) 看 
作 是 集合 {81,… ,6n} 上 的 全 体 置换 的 群 的 子 群 , 那么 , 由 上 面 的 单 射 性 知 自然 同 
态 Gal(L/K) 一 Gal(E/F) 为 单 射 . 因为 [L : K] = [BE : 如, 根据 两 个 群 的 阶 数 知 
Gal(L/K) S Gal(E/F). 和 

[补充 ] 在 86.3 中 , 考察 了 Dedekind 环 4 的 分 式 域 K 的 有 限 可 分 扩张 工 ， 
为 特征 为 p > 0 的 整体 域 具有 非 可 分 扩张 (附录 的 例题 B.10), (尽管 我 们 的 主要 兴 超 
是 数 域 ), 所 以 我 们 要 对 非 可 分 扩张 做 一 些 补充 . 但 证 明 从 略 . 

设 4 满足 下 面 的 (i),(ii) 中 任 一 个 . 

(i) 4 为 某 个 域 (作为 环 ) 上 的 有 限 生成 环 . ( 辟 如 设 为 域 , 4 = k[T].) 

(ii) 4 为 完备 离散 赋值 环 . 

在 这 些 情形 下 , 对 于 K 的 不 一 定 可 分 的 有 限 扩 域 L, 在 86.3 所 叙述 的 断言 中 大 
部 分 还 是 成 立 的 , 特别 地 下 面 的 断言 成 立 . 

(4 在 二 中 的 整 闭 包 B 为 有 限 生成 4 模 . 


(2) [L:K]= De qi)f(p, qi). 


这 里 的 p 为 4 的 非 夫 素 理想 ， gu.…gg 为 p 之 上 B 的 全 部 相 异 素 理想 . 
4 为 完备 离散 赋值 环 的 情形 , 特别 地 这 里 的 9 = 1( 即 p 之 上 B 的 素 理想 只 有 
唯一 的 一 个 ), 且 B 也 成 为 完备 离散 赋值 环 . 


86.4 阿 代 尔 (adale) 环 与 伊 代 尔 (idale) 群 


在 86.3 中 , 所 叙述 的 关于 在 扩 域 中 素 点 的 分 解 的 断言 只 要 在 每 个 素 点 局 部 的 考 
察 就 够 了 . 相对 于 此 , 也 还 有 在 同一 个 扩 域 中 的 素 点 分 解 的 关系 问题 , 二 次 剩余 的 互 
反 律 便 给 出 了 素 点 之 间 相 互 关联 的 整体 域 的 性 质 , 而 包含 了 二 次 剩余 互 反 律 的 数 域 
的 类 域 论 也 是 整体 域 的 理论 . 

把 在 每 个 素 点 的 局 部 结果 集中 在 一 起 推导 出 整体 域 的 结果 , 一 般 来 说 , 并 不 那 
么 容易 . 在 整体 域 中 , 整合 局 部 的 结果 来 导出 整体 域 的 结果 时 , 利用 把 局 部 域 集中 在 
一 起 而 构成 所 谓 的 阿 代 尔 环 和 伊 代 尔 群 , 是 现代 数论 中 所 使 用 的 有 效 方法 . 为 了 充 
分 表达 类 域 论 中 局 部 与 整体 之 间 关系 的 形式 (88.1 (d) 中 所 叙述 的 类 域 论 主 定理 的 
形式 )，Chevalley 于 1940 年 前 后 引进 了 伊 代 尔 群 . 
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在 此 86.4 中 , 我 们 要 讲解 阿 代 尔 环 , 伊 代 尔 群 . (a) 小 节 中 将 氢 述 阿 代 尔 环 与 伊 
代 和 尔 群 的 定义 , 在 (b), (c) 中 我 们 将 不 证 明 地 叙述 有 关 阿 代 尔 环 , 伊 代 尔 群 的 重要 事 
实 , 这 些 事实 的 证 明 将 在 (g),(h) 中 给 出 . 作为 应 用 , 我 们 将 在 (d),(e) 中 证 明 第 四 章 
中 所 介绍 的 “代数 数论 的 两 大 定理 ", 即 “Dirichlet 单位 定理 ”和 “理想 类 群 的 有 限 
性 ” 


另外 , 在 本 节 中 , 除去 (f),(h) 小 节 外 , K 被 设 为 整体 域 (86.2(d)). 在 天 的 有 限 
素 点 v, 记 天 。 的 赋值 环 为 0,, 记 其 剩余 域 为 F,, 而 F, 的 阶 数 记 为 N(v). 


(a) 阿 代 尔 环 , 伊 代 尔 群 的 定义 

K 的 阿 代 尔 环 Ax 是 直 积 环 ][ K。(o 遍历 K 的 素 点 ) 的 一 个 子 环 , 而 天 的 
伊 代 尔 群 A% 为 直 积 群 [Kx (v 遍历 K 的 素 点 ) 的 一 个 子 群 , 定义 如 下 : 

Axk = {(av)u € IE | 对 K 的 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v 有 av e O,}， 

A = {(@w)s e TI Kx | 对 K 的 几乎 所 有 的 有 限 素 点 有 uc OX 


所 谓 “几乎 所 有 的 ”是 说 “最 多 去 掉 有 限 个 例外 ”的 意思 . 另外 , OX 表示 (Ou)x. 

可 以 确认 A% 就 是 Ar 的 可 逆 元 全 体 . 

称 Ak 中 元 为 阿 代 尔 (adale), 称 A% 的 元 为 伊 代 尔 (idale). 

设 a 为 K 中 元 , 则 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 "都 有 ae Ou, 当 a 为 Kx 的 元 
时 , 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v 则 有 as OX. 因此 , K 中 的 元 a 可 以 等 同 地 看 作为 
对 于 所 有 素 点 v, 其 v 分 量 均 为 a 的 阿 代 尔 , 而 Kx 的 元 a 则 可 以 等 同 地 看 作为 对 
于 所 有 素 点 v, 其 v 分 量 均 为 a 的 伊 代 尔 , 因此 可 将 K 看 做 Ar 的 子 环 , 将 Kx 看 
做 AX 的 子 群 . 

称 Ak 中 属于 K 的 元 为 主 阿 代 尔 (principal adale), 称 A% 中 属于 Kx 的 元 为 
主 伊 代 尔 (principal idale). 令 


Cx = A 党 /天 x， 


称 其 为 K 的 伊 代 尔 类 群 (idale class group). 伊 代 尔 类 群 在 函数 的 理论 (参看 87.5) 
及 类 域 论 (参看 第 八 章 ) 中 均 扮 演 了 非常 重要 的 角色 . 

阿 代 尔 环 Ar 或 者 伊 代 尔 群 A% 只 是 把 局 部 的 东西 集中 在 一 起 进行 观察 , 这 样 
的 东西 令 人 疑惑 , 不 知 其 有 何 重要 . 尽管 Ak 或 者 A% 自身 的 确 有 着 这 样 的 品 性 , 但 
是 Ak 中 加 入 了 K 的 情形 , 以 及 AX% 中 加 入 了 Kx 的 情形 却 是 重要 的 了 . 将 局 部 的 
东西 排列 在 一 起 的 Ak, AX% 中 加 进 整 体 域 K 以 及 Kx 是 为 了 有 像 (b) 小 节 的 命题 
6.78 或 者 (c) 小 节 的 定理 6.82 中 叙述 的 那样 漂亮 的 结果 , 为 了 从 局 部 的 结果 出 发 而 
得 到 整体 的 结果 . 

我 们 引入 阿 代 尔 环 , 伊 代 尔 群 中 如 下 的 拓扑 . 
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一 般 地 , 给 出 了 局 部 紧 群 的 族 (G、)xe4, 5 为 4 的 有 限 子 集合 , 对 于 每 个 e 
4 一 5 指定 Gy 的 紧 开 子 群 U、. 于 是 称 直 积 群 的 [ Gy 的 子 群 


XeA 
{ee < [[ Ga | 对 于 几乎 所 有 的 Xe4- S 有 ze 中 } 
XeA 
为 (GA)xe4a 关于 (UA)xe4 的 限制 直 积 (restricted direct product)， 大 多 都 把 限制 直 
积 ( 略 去 了 对 于 (Uh)xe4-s 的 表 记 ) 写成 [[ cx 譬如, 4 为 K 的 全 部 素 点 的 集 


和 AE4 
合 , 5 为 K 的 全 体 无 限 素 点 的 集合 时 , 取 G、 = Ks, U、 = 0，, 则 T[ cx = Ar, 取 


和 E4 


Gs = KX, Us = OX, 则 [I Gs = A¥. 
和 AE4 
一 般 地 , 限制 直 积 Je 的 拓扑 可 如 下 定义 . 对 于 包含 5 的 4 的 有 限 子 集 工 ， 
考虑 I Ga 的 子 集 cm- I GAx 本 双 . 于 是 ， I G = We 在 每 个 


XeA-T 


GCT 中 引入 直 积 拓扑. 那么 对 于 LU Ga 中 的 子 集 V， 定 Xv 为 开 集 是 说 对 于 所 
有 的 了 以 及 G(T) 的 拓扑 而 言 ， via) 为 G(T) 中 的 开 集 . [] Ga 在 这 个 拓扑 下 


XeA 
为 局 部 紧 的 拓扑 群 . 所 以 Ak (作为 加 法 群 )，A% 成 为 局 部 紧 的 拓扑 群 另外 , 可 清 
楚 看 出 Ak 成 了 拓扑 环 . 


(b) 阿 代 尔 环 与 主 阿 代 尔 的 关系 

也 在 R 中 为 离散 , 且 及 /Z 为 紧 . 另 一 方面 , Q 在 R 中 是 稠密 而 非 离散 的 . 然而 ， 
我 们 并 没有 要 把 @ 嵌入 到 R 中 , 而 是 将 Q@ 嵌入 到 用 Q 的 全 部 素 点 所 定义 的 Ao 中 ， 
这 时 正好 像 把 Z 嵌入 到 R 中 时 一 样 , 所 说 的 就 是 下 面 的 命题 . 

命题 6.78 K 在 Ak 中 离散 ,并且 Ak/K 为 紧 . 口 


此 命题 的 证 明 将 在 (g) 中 给 出 . 

在 命题 6.78 中 , 已 把 K 嵌入 到 使 用 了 K 中 所 有 素 点 来 定义 的 Ak 中 , 而 即便 
缺少 了 一 个 素 点 , 在 此 命题 中 所 叙述 的 事实 也 不 会 成 立 , 相反 地 , 在 所 嵌入 到 的 对 象 
中 K 变 成 稠密 的 了 . 所 说 的 正 是 下 面 的 命题. 


命题 6.79 设 8 为 由 天 的 素 点 构成 的 集合 , 但 8 不 为 K 的 全 部 素 点 ， 则 
K—» I 的 像 为 稠密 ， 过 里 的 际 抽 直 积 ] 是 关于 0, 的 (ve 5， v 为 有 限 素 点 ). 


vES 


还 


此 命题 的 证 明 将 在 (h) 中 给 出 . 
与 这 些 命题 紧密 相关 的 , 作为 更 容易 产生 实感 的 , 是 下 面 的 事例 . 
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如 上 所 述 , Z 在 R 中 离散 , 而 Z[V 引 却 在 R 中 稠密 . 但 是 , 可 以 用 Q(V 中 的 
两 个 素 点 , 以 z+yV2 (ZYyV2, 2 一 yV3) (z,y eZ) 将 ZIV 引 骨 入 到 RRxR 中 ， 
则 Z[V 引 在 R x RR 中 成 为 离散 , 而 且 (R x 及 )/(Z[V 习 的 像 ) 为 紧 . 还 有 , 若 取 p 为 素 
数 ， 风 z 人 -全 |mez, n>0} 在 中 砚 密 ,而 Z|] 通过 = ，y (zz) 被 赔 
入 到 及 x Q; 中 时 ,也 和 在 及 x Qy 中 为 离散 ,而 (R x Q;)/(Z 站 的 像 ) 为 紧 

这 些 事实 在 下 面 的 命题 6.80 被 推广 . 


命题 6.80 设 5 为 KK 的 一 些 素 点 形成 的 有 限 集合 ,并 且 包 含 了 KK 的 所 有 无 限 
素 点 ， 令 


Os ={zEK| 如 果 为 K 的 素 点 , 且 w#5, 则 在 K, 中心 EOu. 


于 是 ， 
(D os 一 K 的 像 为 离 玫 ,而 (1 六 /(Os 的 像 ) 为 紧 


VES vES 
(2) 设 5' 为 5 的 一 个 子 集 , 且 5' 关 5, 则 Os 一 [[ K 的 像 为 稠密 . 品 
vES’ 

例如 , 如 果 K 为 数 域 , 5 为 KK 的 全 部 无 限 素 点 的 集合 , 则 Os = Ok， 如 果 
K=Q, Ss=f{o0p) 则 Os =Z 里 : 再 者 , 如 果 Fs 为 有 限 域 , K = F(T),v 为 
FT 的 素 理想 (T 0, 而 3 = {v}, 则 Os = FefZ]. 在 这 种 情形 下 , 命题 6.80(1) 说 
的 就 是 , Fo[7] 在 K。 = Fa((T)) 中 为 离散 , 且 Fe((T- 1))/Fof7] 为 紧 , 这 类 似 于 
在 及 中 为 离散 , 而 R/Z 为 紧 的 事实 . 

命题 6.80(1) 将 在 (g) 小 节 中 由 命题 6.78 推导 出 , 而 命题 6.80(2) 则 在 (h) 小 节 
中 由 命题 6.79 推导 出 . 


(c) 伊 代 尔 群 与 主 伊 代 尔 的 关系 


关于 阿 代 尔 环 与 主 阿 代 尔 之 间 的 关系 的 命题 6.78 的 类 似 事实 , 也 存在 于 伊 代 尔 
群 与 主 伊 代 尔 之 间 , 我 们 将 叙述 它 (定理 6.82). 定理 6.82 是 重要 的 , 由 它 可 推导 出 
Dirichlet 单位 定理 以 及 理想 类 群 的 有 限 性 定理 . 

尽管 Ak/K 为 紧 , 然而 伊 代 尔 类 群 Ck = A%/Kx 却 不 是 紧 的 . 将 Ck 稍 加 缩 
小 我 们 定义 一 个 CX, 定理 6.82 则 断言 它 是 紧 的 . 

对 于 a = (au)。eAr, 我 们 定义 


lal = TTlevlx, (vw 遍历 K 的 素 点 ). 


这 里 的 | |k, 是 K。 中 的 模 (§6.2(e)). 因为 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v 有 ov es O。， 
也 就 是 说 |ov|x。 < 1, 故此 无 限 积 收敛 . 特别 地 , 如 果 a e A%, 则 对 于 几乎 所 有 的 有 
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限 素 点 v 有 au es OX, 即 |ou|k。 = 1, 于 是 上 面 的 乘积 实际 上 是 个 有 限 积 . 容易 看 出 ， 
对 于 a,be Ak 有 
lab| = lol * ol. 


命题 6.81 若 ae Kx 则 |a|=1. 口 


命题 6.81 是 在 86.1(d) 末尾 所 叙述 在 K = Q 情形 的 乘积 公式 的 推广 . 命题 6.81 
还 与 在 86.1(d) 所 令 述 的 在 C(T) 中 “零点 的 阶 数 之 和 为 零 ” 的 公式 有 关 , 由 作为 这 
个 公式 推广 的 后 面 的 命题 6.92, 可 以 推导 出 有 限 域 Kk 上 单 变量 代数 函数 域 情形 下 的 
命题 6.80( 参 看 (f) 小 节 ). 

命题 6.81 的 证 明 将 在 (g) 中 给 出 . 令 


Ak = {a AX |lal=1}. 
根据 命题 6.81 有 Kx c Ak. 
定理 6.82 Kx 在 Ak 中 为 离散 , 且 Ak /Kx 为 紧 . 口 
令 
COE = AE/KY*. 
定理 6.82 的 证 明 将 在 (g) 小 节 中 给 出 . 我 们 将 在 下 面 叙 述 与 此 定理 6.82 紧密 相 


关 , 但 却 更 容易 产生 实感 (相当 于 对 于 命题 6.78 的 命题 6.80(1)) 的 下 面 的 命题 6.83. 
设 5,Os 如 命题 6.80 所 设 , 考虑 同 态 


Rs:0¥ — [IR: z (log(lzlr,))ves. 
VES 


如 果 ae O8, 则 对 于 不 属于 5 的 素 点 v 有 |alxk, = 1, 于 是 根据 命题 6.81 知 Rs 的 
像 包含 在 
(ns) - {reel 


vES uES 


3- 


ES 


中: 
命题 6.83 设 5, Os 如 命题 6.80 所 设 , 而 Rs 如 上 所 定义 , 则 有 Rs(OS) 在 
(He 为 离散 ,而 (Hx) /Rs(O8) 为 紧 ， 且 Rs 的 核 为 有 限 群 9 


VES VES 
这 个 命题 6.83 将 在 (g) 小 节 中 由 定理 6.82 推导 出 . 
对 于 像 命题 6.83 中 这 样 的 5 成 立 


Rs 的 核 = 属于 K 的 所 有 单位 根 . 
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实际 上 ,， “左边 2 右边 ”由 单位 根 在 O8 中 及 [TR 不 具有 0 以 外 的 有 限 阶 元 这 两 
个 事实 得 到 , 而 “左边 c 右边 ” 则 由 Rs 的 核 的 寡 限 性 (命题 6.83) 得 到 . 由 此 , 根据 
命题 6.83 有 
推论 6.84 属于 的 单位 根 只 有 有 限 个 . 口 
注 记 6.85 到 现在 为 止 在 86.4 中 叙述 过 的 各 个 事实 以 及 Dirichlet 单位 定理 , 理 
想 类 群 的 有 限 性 定理 , 我 们 将 按 下 面 的 流程 对 它们 进行 证 明 . 
命题 6.78( 在 (g) 中 证 明 ) = 命题 6.80(1)( 在 (g) 中 证 明 ) 
J 
定理 6.82( 在 (g) 中 证 明 ) = 命题 6.83(( 在 (g) 中 证 明 ) 
全 单位 定理 (在 (d) 中 证 明 ) 


J 
理想 类 群 的 有 限 性 (在 (e) 中 证 明 ) 
y 
命题 6.79( 在 (h) 中 证 明 ) 一 命题 6.80(2)( 在 (bh) 中 证 明 ) 
就 是 说 , 单位 定理 和 理想 类 群 的 有 限 性 定理 将 从 现在 已 经 叙述 过 的 各 个 事实 出 
发 进行 推导 , 提前 到 (d),(e) 进行 证 明 . 
(qd) 单位 定理 
关于 Dirichlet 单位 定理 (定理 4.21) 稍 作 推 广 的 形式 (下 面 的 定理 6.86), 则 可 
由 (c) 小 节 的 命题 6.83 推出 它 . 


定理 6.86 设 5 是 由 KK 的 素 点 构成 的 有 限 集合 , 且 包含 了 天 的 所 有 无 限 素 
点 . 当 5 为 非 空 集 时 , 令 =#(S) 一 1, 当 5 为 空 集 时 , 令 = 0, 则 作为 Abel 群 有 


O8 兰 Zer 田 有 限 Abel 群 . 口 


例 6.87 

(1) 设 KK 为 数 域 , 5 为 K 的 全 部 无 限 素 点 的 集合 , 由 于 Os = Ok, 故 定理 6.86 
恰好 就 是 Dirichlet 单位 定理 . 

(2) 设 =Q@, 5 = {oo,p} (p 为 素数 ), 则 Os = 也 国 ,#(5)_121 而 


O08 ={+p" |neZ} Ze82/22. 
(3) 设 Fs 为 有 限 域 , K = Fa(T), vi 为 Fo[T-!] 的 素 理想 (T-1), vo 为 FT] 的 素 


理想 (7), ua 为 Fufz] 的 素 理想 (T_1), 取 S = {vi,w,vs}, 则 Os 二 F， E 训 zu l 
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#(S) -1= 2, 而 
O¥ =FX {7™(T -1)"| m,neZ)} 28?@Fx. 口 
从 命题 6.83 推导 定理 6.86 时 要 用 到 下 面 的 引 理 . 


引 理 6.88 设 V 为 民 上 的 n 维 线性 空间 , 丁 为 V 的 离散 子 群 使 得 V/ 为 紧 ， 
则 作为 Abel 群 有 卫 兰 Zen. 口 


此 引 理 的 证 明 将 在 (e) 小 节 的 末尾 给 出 . 

我 们 来 使 用 命题 6.83 证 明定 理 6.86. 在 3 为 空 集 的 情形 , 根据 命题 6.83 有 
O% = Ker(Rs) 为 有 限 群 , 而 当 8 非 空 时 , 令 r = #(S) -lV = (@ R) 本 

VES 

Rs(O&¥), 由 命题 6.83 知 本 为 离散 , 且 V/T 为 紧 , 而 V 是 > 维 , 故 由 引 理 6.88 得 到 
Rs(O8) 兰 Zer. 另 一 方面 , Rs 的 核 由 命题 6.83 知 为 有 限 , 故而 得 到 OX 兰 Zere 有 
限 Abel 群 . 

(e) 作为 伊 代 尔 类 群 的 商 的 理想 类 群 


在 这 个 (e) 小 节 中 , 设 K 为 数 域 , 我 们 将 要 证 明 K 的 理想 类 群 CI(K) 可 看 作 
为 K 的 伊 代 尔 类 群 Ck 的 商 群 . 由 定理 6.82 所 叙述 的 伊 代 尔 类 群 的 性 质 可 推导 出 
Cl(K) 为 有 限 群 . 

我 们 有 


CL(K) = Coker(Kx 一 无 的 分 式 理想 类 群 : a 上 (a)). 


(这 里 的 Coker 表示 余 核 .) 因为 在 取 了 为 K 的 所 有 有 限 素 点 的 集合 时 , K 的 分 式 伊 
代 尔 类 群 同 构 于 直 和 四 Z = {(ns)veP : ns € Z, 对 于 几乎 所 有 的 ve P, n, = 0}( 由 


附录 的 定理 A.2(2)), 故 有 


CI(K) = Coker (x LA (onalo)ser) 2 


VE 已 
另 一 方面 , 当 5 是 全 部 无 限 素 点 的 集合 时 , 定义 A% 的 子 群 U 为 
U= (I) x (I or) = 
VES veP uESUP 
于 是 ， 
AX/VU= DR/Or < DZ 


veP veP 


(由 ord 给 出 KX/Ox Zz ). 因此 ， 


Coker(K* 一 AX/U) 兰 Coker 人 一 Bz: am ora)en] 
veP 
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那么 , 如 果 记 U 在 Ck 的 像 为 5, 则 有 
CI(K) Coker(K* 一 A%/U) = Ck/D. 


如 此 便 知 CL(K) 可 表示 为 Ck 的 商 群 . 
除 使 用 CL(K) 作为 Ck 的 商 群 表示 外 , 为 了 从 定理 6.82 推导 出 C1(K) 的 有 限 
性 , 还 需要 引 理 6.89 一 6.91 作为 准备 . 


引 理 6.89 离散 且 紧 的 拓扑 空间 为 有 限 集 . 口 
引 理 6.90 设 f: 久 一 Y 为 拓扑 空间 的 满 连续 映射 , 久 为 紧 , 六 为 分 离 (=Haus- 
dorf), 则 Y 也 为 紧 . Oo 


问题 6 证明 引 理 6.89, 6.90. 
引 理 6.91 设 G 为 拓扑 群 ,及 为 G 的 子 群 , 当 赋予 G/ 了 HH 以 商 空间 拓扑 时 , 有 


五 为 开 司 G/ 昌 为 离散 
瑟 为 闭 会 G/ 电 为 分 离 . BS 
关于 这 个 引 理 的 证 明 , 请 参看 有 关 拓 扑 群 方面 的 书 . 下 面 马上 要 用 的 “ 太 为 
开 一 G/ 了 H 为 离散 ”的 证 明 是 简单 的 : 如果 五 为 开 , 那么 因为 G/H 的 各 点 在 G 
中 的 逆 像 为 形 如 a (ae G) 的 集合 , 故 为 开 ， 按照 商 空 间 拓扑 的 定义 , G/H 的 各 点 
为 开 集 , 从 而 为 离散 空间 . 


[理想 美 群 有 限 性 的 证 明 ] 设 UC A%, TC Ck 如 上 所 设 . U 是 AX 的 开 子 群 
从 而 可 为 A% 的 商 群 Cx 的 开 子 群 . 根据 引 理 6.91, CxyT 在 商 群 的 拓扑 下 为 离散 . 


如 果 能 断言 标准 映射 / : CX 一 Cx/T 为 满 射 的 话 , 应 用 引 理 6.90 到 X 二 
CK, Y = Ck/DV，f 取 作 这 个 标准 映射 , 可 知 Ck/D 为 紧 集 , 再 由 Cxy/T 为 离散 且 
为 紧 , 从 而 根据 引 理 6.89 知 其 有 限 , 最 后 便 知 C1(K) 为 有 限 . 

我 们 现在 来 证 明 f 为 满 射 . 只 要 能 证 明 标准 映射 Ak 一 AX%/U 为 满 射 , 也 就 是 
说 , 只 要 能 断言 A% 由 AK 与 7 生成 即 可 . 取 K 的 一 个 无 限 素 点 v, 对 ae AX%, 取 
bs Kx 使 得 ix。 = |al, 通过 Kx = (A% 的 vw 分 量 ) C A% 将 b 看 作 AX 的 元 时 , 有 
叫 =lal, be U, 从 而 


a = (ab-1)5 ab-! € Ak, beU. 上 


[ 引 理 6.88 的 证 明 ] 首先 证 明 包含 了 V 在 及 上 的 某 个 基底 . 令 V' 为 在 
及 上 生成 的 V 的 子 线性 空间 ， 因 为 有 连续 满 射 V/T -V/V' 并 且 V/T 为 紧 , 故 
VVY" 为 紧 ( 引 理 6.90). 然而 V/V' 为 R 上 的 有 限 维 线性 空间 , 因而 V/V' = 0. 就 是 
说 V=V, 从 而 I 包含 了 VV 在 RR 上 的 某 个 基底 (e (ei)i<isn， 

令 忆 = @ze = 兰 Zen， 因为 了 = @Re, 故 作为 拓扑 群 V/z 与 R/Z 的 n 
重 直 积 同 构 且 为 紧 . 因此 T/T' = Ker(V/T" 一 V/T) 成 为 紧 空 间 V/T' 的 闭 子 空 
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间 , 为 紧 ， 于 是 T/T" 为 紧 且 离散 , 从 而 有 限 ( 引 理 6.89). 设 其 阶 数 为 m, 则 由 于 
r'cr cm 故 必 有 生 宕 Zen. 中 


(f) 除 子 类 群 


在 这 一 小 节 (f) 中 , K 为 域 : 上 的 单 变量 代数 函数 域 . 

作为 数 域 的 理想 类 群 的 相似 对 象 , 我 们 来 考察 K 的 除 子 类 群 C1(K). 

设 己 为 天 的 全 体 素 点 的 集合 . 称 Bz 为 K 的 除 子 群 , 称 其 元 为 除 子 (divisor). 
称 同 态 

K* = BDZ: ao (ord,(a))vep 
veP 

的 像 为 天 的 主 除 子 群 , 称 属于 主 除 子 群 的 除 子 为 主 除 子 (principal divisor). 除 子 是 
数 域 的 分 式 伊 代 尔 的 类 比 , 而 主 除 子 则 是 主 分 式 伊 代 尔 的 类 比 . 

定义 


Cl(K) = (K 的 除 子 群 )/(K 的 主 除 子 群 ) 
= Coker(K* =» DZ: a (ordv(a)vep). 
veEP 
每 个 ve P 的 剩余 域 记 为 x(v), 于 是 作为 在 86.1(1) 给 出 的 “C(T)* 的 元 的 零点 
阶 数 之 和 = 0” 公 式 的 推广 , 我 们 知道 下 面 的 事实 . 


命题 6.92 如 果 aeKx, 则 


[es(o) : KJord,(a) = 0. 
veEP 
( 像 86.1(d) 那样 = C 的 情形 , 因为 对 于 所 有 we 已 有 [k(v) :月 =1, 故 这 个 公式 变 
成 了 >》 ordu(a) =0). 口 
VE 已 


根据 命题 6.92, 同 态 
deg: DZ =Z: (no)vep = Dr(v) : Kns 


veP veP 


将 主 除 子 群 变 成 了 0, 从 而 诱导 出 


deg : CI(K)— 2Z. 
定义 CL(K) 的 子 群 C10(K) 为 
CLO(K) = Ker(CI(K) 一 2Z). 


下 面 的 命题 是 对 数 域 的 理想 类 群 有 限 的 类 比 . 
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命题 6.93 如 果 上 为 有 限 域 , 则 C10(K) 为 有 限 群 . 口 
这 个 命题 与 理想 类 群 的 有 限 性 一 样 , 可 用 下 面 的 方式 从 定理 6.82 推出 . 
[命题 6.93 的 证 明 ] 首先 证 明 可 将 C1(K) 看 作 伊 代 尔 类 群 Ck 的 商 群 . 令 


v= I] Ox cAax. 
VE 已 


于 总 


A¥/0= BE/ < Dz. 


veP veP 


因此 , 如 果 令 U 在 Ck 中 的 像 为 5, 则 


Ck/U = Coker(K* 一 A¥/U) Coker(K* — DZ) = CUK). 
veEP 
根据 下 面 的 引 理 6.94, 这 个 同 构 推 导出 
Ck/U CW(K). 


由 于 UU 为 AK 的 开 子 集 , 故事 为 Ak 的 商 群 Ck 的 开 子 群 , 因此 C/T 为 离散 ( 引 
理 6.91). 另 一 方面 , 由 于 CK 为 紧 (定理 6.82), 故 CK/D 也 为 紧 ( 引 理 6.90), 从 而 
CK/T 为 离散 上 且 紧 , 因而 有 限 ( 引 理 6.89). 于 是 C10(K) 为 有 限 群 . 和 


引 理 6.94 设 大 为 有 限 域 , 考虑 同 态 
deg : A 关 一 也 : (au)vep rm > [ke(o) :对 ordu(au). 
VE 忆 


则 对 于 所 有 的 ae AX% 有 
lal = #(W)-see (0). 


[证 明 ] 对 于 a= (av)vep € AX, 由 引 理 6.19(3) 有 
lal= II [a II #(N(v))-orde (ev) = II #(k)-[*(v):klordu (0,) 
veEP veP veEP 
=#(8) eet). 1 


注 记 6.95 按照 引 理 6.94, 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 K 的 积 公式 (命题 
6.81) 与 和 公式 (命题 6.92) 可 理解 为 等 价 的 . 


注 记 6.96 如 同 理想 类 群 对 数 域 是 重要 的 那样 , 在 单 变量 代数 函数 域 上 C10(K) 
可 解释 为 “Jacobi 簇 ”, 也 是 个 重要 的 对 象 . 
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(g) 有 关 离 散 部 分 与 紧 商 的 断言 的 证 明 


在 这 个 (g) 小 节 中 我 们 将 证 明 命题 6.78, 6.80(1), 6.81, 6.83 以 及 定理 6.82. 

首先 是 关于 阿 代 尔 环 以 及 伊 代 尔 群 的 命题 6.78, 而 后 由 命题 6.82 去 证 明 关于 
Os 的 命题 6.80(1), 然后 再 去 证 明 命题 6.83. 为 此 , 我 们 引进 一 个 方便 的 概念 “忽略 
紧 群 式 同 构 ”. 

定义 6.97 设 f :Gi 一 G2 为 拓扑 Abel 群 之 间 的 连续 同 态 . 我 们 说 f 为 “ 忽 
略 紧 群 式 同 构 ” 是 指 它 满足 下 面 的 (i), (ii). 

(i) 核 Ker(7), 余 核 Coker(f) 都 为 紧 . 

(ii G1/Ker(f) 一 Image(f) : zx mod Ker(f) » f(z) (z € G1) 为 拓扑 同 胚 . 
(其 中 , 我 们 赋予 Ker(f) 以 G 的 子 空间 的 拓扑 , 而 G1/Ker(f) 则 为 商 空间 的 拓扑 ， 
Image(f) 以 G2 子 空间 的 拓扑 , Coker(f) 则 为 Go 商 空间 的 拓扑 .) 口 

由 于 我 们 说 f 是 拓扑 Abel 群 的 同 构 指 的 是 , 其 满足 (ii) 并 且 (代替 (i) 的 ) 
“Ker( 了 )，Coker(f) 为 单位 群 ”, 而 满足 (i),(ii) 则 考虑 为 有 “如 果 把 紧 群 想 成 是 单位 群 
的 话 , 则 可 将 f 想 成 是 一 个 同 构 ” 这 样 一 种 感觉 , 所 以 我 们 采用 定义 6.97 的 用 语 . 

例如 , 包含 映射 Z 一 及 是 个 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 命题 6.78, 6.80(1), 6.83, 定理 
6.82 都 可 以 换 为 下 面 这 样 的 陈述 (其 中 的 5 为 命题 6.80 中 所 设 ). 

命题 6.78: 将 K 看 作 离散 群 时 , K 一 Ar 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 

命题 6.80(1): 将 Os 看 作 离 散 群 时 , Os 一 Ko 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 


vES 
定理 6.82: 将 Kx 看 作 离散 群 时 , Kx ,A 为 “忽视 紧 群 式 同 构 ”. 
0 
命题 6.83: 将 Os 看 成 是 离散 群 时 ，Rs : 03 一 ( 及】 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 


VES 
下 面 引 理 6.98, 6.99 的 证 明 被 省 略 了 .( 因 为 不 难 , 但 是 一 个 较 长 的 证 明 , 且 相 比 
于 数论 来 它们 属于 拓扑 群 一 类 .) 
引 理 6.98 设 G1,G2,Gs 为 拓扑 Abel 群 , f : G1 一 Ga, g : G2 一 Gs 为 连续 同 
态 . 如 果 f,g 均 为 “忽略 紧 群 式 同 构 "， 则 gof :G1 一 Gs 也 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 口 
引 理 6.99 设 G1,Gz 为 拓扑 Abel 群 , f : G1 一 G2 为 连续 同 态 , 又 设 万 为 G2 
的 开 子 群 . 如 果 f 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”, 则 


1(B) 一 囊 : zm f(z) 
也 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 口 
我 们 来 从 命题 6.78 推导 出 命题 6.80(1). 将 命题 6.99 应 用 于 


G1=K, Gs=Ax, H=II Kx 11o, 
vES vgs 
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的 情形 .根据 命题 6.78 知 G 一 G2 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”, 且 因 为 在 G 中 的 

逆 像 为 Os 的 缘故 , 由 命题 6.99 得 到 0s 一 K, x T[ ou 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 
VES VS 

另外 将 命题 6.98 应 用 于 G1 = Os, Gs = TT K, x 也 Ga = I K 的 情形 . 因 


VES 
为 [[ 0。 为 紧 群 O。 的 直 积 故 为 紧 , 从 而 G2 一 加 为 .名 略 紧 群 式 同 构 ,。 因此 ， 
vgs 
0s = G1 一 [[ K, = Gs 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”. 


uES 


现在 来 由 定理 6.82 推导 命题 6.83. 我 们 将 引 理 6.98 应 用 于 
1 
Gi=K*, G2 = Ak, H= (Hs) x I[o* 


vES 2S 


的 情形 ， 其 中 (He) KY (au)ves € I | I lavlx, = 中 由 定理 6.82， 
G1 一 G 为 “ 忽 聊 紧 群 代 同 构 "因为 末 在 中 的 遗像 为 O¥, 故 根据 引 理 6.99 知 
0 一 (1 他] x OX 为 “忽略 紧 群 式 同 构 ”下 面 我 们 将 引 理 6.98 应 用 于 


vwES vgS 


Gi=08, G2= (I) x 工 ox, cs = (1x), 


VES vgS VES 
以 及 Ga 一 Gs 为 (av)ves, (bujuzs) (log(loulx.))ves 的 情形 , 由 此 得 到 Rs : O¥ = 
G1 一 (了 IR】 = cs 为 “忽略 紧 群 式 同 构 *. 


VES 
为 了 先 给 出 命题 6.78 在 K = @Q 情形 的 证 明 , 我 们 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 6.100 令 工 = 人 szl -3<=< 引 ， J= feel -3< =< 引 
在 Ao 中 成 立 如 下 的 等 式 . 
(1) [Ix II 2 nQ= {0}. 
per 


(2) (> I1z) +Q=Aa. 


Pr 
[证 明 ] “(1) 可 归结 为 : {z se Q@ : 对 于 所 有 的 素数 p, 在 Q 中 zeZ,}=Z 以 
及 在 及 中 有 TnZ= {0}. 
证 明 (2). 由 于 


0 @B ]2s 四 om -wol 人 ex 1), 


了 :素数 
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得 到 (ex [1%)+o-h ecm ve ]] Zz, 存在 neZ 使 -neJ, 则 


Pp: 率 数 了 P: 素 数 


C=C-mu +tne (7 I%)+e 是 


了 素数 


[命题 6.78 的 证 明 ] 先 证 明 K = Q 的 情形 。 I，J 如 引 理 6.100 所 设 . 因为 
I x 工 Zz 是 Ao 中 的 开 集 , 由 引 理 6.100(1) 知 , 在 作为 A 子 集合 的 拓扑 下 , 在 Q 
:素数 
中 {0} 为 开 集 , 因此 , 在 此 拓扑 下 Q 为 离散 群 . 
一 般 地 , 分 离 拓 扑 群 的 离散 子 群 为 闭 。 因 而 Q@ 在 Aa 中 为 闭 , 由 引 理 6.91 知 
Ao/Q 可 分 离 . 又 由 J 为 紧 , 那么 按照 引 理 6.100(2) J 一 Ao/Q 为 满 射 , 故 根据 引 理 
6.90 知 Ao/Q 为 紧 . 
现在 对 K 为 数 域 的 情形 来 证 明 . 我 们 将 下 面 的 命题 6.101 应 用 于 K, 工 分别 为 
@Q, K 的 情形 , 并 令 n = [K : . 此 时 , 存在 拓扑 Abel 群 的 同 构 Ak 兰 (Ao) 将 天 
映 到 Q@" 中 ( 它 从 而 诱导 出 拓扑 Abel 群 的 同 构 Ak/K 兰 (4o/Q)”). 因此 , 问题 化 
为 K = Q@ 的 情形 . 
对 于 K 为 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 的 情形 , 同样 地 也 可 化 为 K = Fs(T) 
(Fa 为 有 限 域 ) 的 情形 , K = Fs(T) 与 K = Q@ 的 情形 同样 讨论 用 Fs[T] 替代 Z， 
T-IFa[IT-] c Fa((T-!)) 替代 了 Jc RR 便 可 证 明 . 


引 理 6.101 设 KK 为 整体 域 , 工 为 K 的 有 限 次 扩 域 . 定义 Ak 一 Ar : (au)u 哺 
(bw)w, 其 中 当 w 在 KK 上 的 限制 为 v 时 bw = au, 于 是 可 将 Ak 看 作 是 Ar 的 子 环 . 
此 时 取 工 作为 及 上 的 线性 空间 的 基底 ql,… ,an (n = [L : K]), 于 是 我 们 得 到 拓扑 


Abel 群 间 的 同 构 (AK)" 刍 Ar : (zijisisn 下 》 viai. 
i=1 


[证 明 ] 设 v 为 K 素 点 , wi1,… ,wo 为 v 之 上 的 工 中 的 所 有 素 理想 , 则 作为 拓 
扑 Abel 群 有 同 构 


和 n 
(Ko)= 和 iv: (cisisn 一 Dzios, 
i=1 i=1 
那么 , 如 果 能 证 明 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v, (Ou)” 在 这 个 同 构 下 的 像 是 Ho. 


就 可 以 了 . 其 中 有 关 有 限 素 点 的 部 分 , 当 K 为 数 域 时 , 可 从 引 理 6.69( 应 用 于 NS 
Ok) 及 其 证 明 中 得 到 ，( 在 引 理 6.69 的 证 明 过 程 中 涉及 wb e 4 = Ok, 对 于 使 得 


& be Ox 的 有 限 素 点 ww (Ow)" 的 像 等 于 了 [To ) 对 于 K 为 有 限 域 上 的 单 变量 代 
数 画 数 城 情形 的 证 明 是 相同 的 , 故 吵 去 涉及 无 限 素 点 的 部 分 可 由 命题 659 ( 它 与 引 
理 6.69 一 样 表明 有 K。 exz 直 ru) 得 到 . 1 
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注 记 6.102 上 面 所 说 (Ak)" 一 Az 为 单 满 射 , 不 过 是 工 gk Ar 刍 Ar 的 另 一 
种 说 法 . 


为 了 证 明 命题 6.81 和 定理 6.82, 将 模 |a| (ae A%) 解释 为 “倍率 ”是 很 重要 的 . 


引 理 6.103 对 于 a € A%, |a| 等 于 a 倍 映射 Ak 包 Ark : zy az 的 模 (“ 倍 
率 "). 0 

它 即 是 说 , a 倍 映 射 (zu)u 一 (auz。)。 的 模 等 于 K, 中 a, 倍 映射 的 模 lau|x。 的 
乘积 lou|x.。 = lal, 这 是 极其 自然 的 . 


[ 引 理 6.103 的 证 明 ] 一 般 地 ,对 于 限制 直 积 的 不 变 测度 成 立 以 下 的 事实 ， 设 
(GA)xe4，(UA)xe4 如 同 (a) 小 节 中 所 设 .， 当 在 每 个 GA 上 给 出 了 不 变 测度 /, 且 
对 几乎 所 有 的 Ae 4 - 8 均 有 jx(U)) = 1 时 , 存在 唯一 一 个 ][ G、 上 的 不 变 测度 


4 满足 以 下 条 件 : 对 于 每 个 e 4 取 Ch 为 G、 的 一 个 紧 子 集 使 得 对 几乎 所 有 的 
和 e4-S 有 Cc Uw, 则 p(T[C*) = 了 Ix(C%). 称 这 个 4 为 (wA)xea 的 积 测度 , 以 
入 入 


I 记 之 . 
入 
设 对 于 每 个 e 4 给 出 了 拓扑 Abel 群 的 同 构 ax : G、 欠 Gx, 且 对 几乎 所 有 的 
入 e 4 一 9，o 可 诱导 出 拓扑 Abel 群 的 同 构 Ua 欠 以, 则 对 于 上 面 那样 的 p= [pa 
入 


和 (CA)xs4 有 
ph (1 “oy) = 工 wo(CA) 
入 入 
=JI(asle, .cy) 
入 


三 (1 mw] (Ke 


从 而 了 Cs 一 IC : Ce) 一 (eA(zA)) 的 模 等 于 [Tasle、. 引 理 6.103 由 此 得 到 . 
入 入 入 
和 


为 了 证 明 命题 6.81, 我 们 需要 用 到 下 面 的 引 理 6.104, 6.105. 

引 理 6.104 设 G 为 局 部 紧 的 Abel 群 ,万 为 它 的 闭 子 群 ( 此 时 万 和 G/ 阳 均 为 
局 部 紧 ) 又 设 a: G 尝 G 为 拓扑 Abel 群 之 间 的 同 构 映射 , 并 设 a 诱导 同 构 态 包 五 . 
此 时 a:G 马 G 的 模 |alG, aq: 万 当 五 的 模 |alg,a:G/ 也 写 G/H 的 模 lala/# 之 
间 成 立 等 式 


lale = lala :lala/n. o 
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关于 这 个 引 理 的 证 明 请 看 譬如 Bourbaki 的 “积分 论 ” 的 “Haar 测度 ”章节 . 


引 理 6.105 设 G 为 离散 Abel 群 或 者 紧 Abel 群 , 而 a:G 马 G 是 拓扑 Abel 
群 的 同 构 , 则 |alc = 1. 


[证 明 ] 当 G 为 离散 时 , 取 e 为 G 的 单位 元 , 则 
lalep({e) = p(a({e})) = p({e}). 
因此 lale =1. 
当 G 为 紧 时 ， 
lalew(G) = Ma(G)) = 1(G). 
因此 |lalc = 1. a 


[命题 6.81 的 证 明 ] 如 果 a € KX, a 倍 映射 Ar 当 Ak 诱导 了 天 当天 因此， 
根据 引 理 6.103, 6.104, 6.105 有 


lal= lolax = alg lola/r =1x1=1. 1 


关于 乘积 公式 (命题 6.81) 的 其 他 证 明 方 法 ( 数 域 的 情形 ) 请 见习 题 6.3. 

现在 转 到 定理 6.82 的 证 明 . 

对 于 Kx 在 Ak 中 离散 , 也 就 是 说 Kx 在 A% 中 离散 的 断言 , 容易 从 天 在 Ak 
中 离散 , 并 根据 包含 映射 A% 一 Ak 为 连续 的 事实 得 出 . 

Ak/K* 为 紧 的 断言 可 由 Ak/K 为 紧 的 事实 (命题 6.78) 推导 出 , 为 此 我 们 做 一 
些 有 关 不 变 测度 的 准备 , 另外 , 还 要 叙述 引 理 6.106. 


准备 1 设 G 为 非 紧 的 局 部 紧 Abel 群 , y 为 G 的 不 变 测度 , c 为 一 实数 , 则 存 
在 G 的 紧 子 集 C 使 得 J(C) > c. 


准备 2 设 G 为 局 部 紧 Abel 群 , 了 为 G 的 离散 子 群 ， 为 G 的 不 变 测度 , 则 
唯一 存在 G/T 的 不 变 测度 yw 满足 以 下 条 件 : 取 C 为 G 的 紧 子 集 , 设 C' 为 C 在 
G/T 中 的 像 , 如 果 C 一 C' 为 单 射 , 则 MAC) = pj(C"). 

称 这 个 yw/ 为 有 在 G/T 中 的 像 . 

关于 准备 1,2 所 叙述 的 事实 的 证 明 , 请 见 上 面 提 到 过 的 Bourbaki 那些 章节 . 

引 理 6.106 设 ce 了, c> 0. 于 是 ， 

(1) {Zz E Ak | lz|>ey 为 Ar 的 闭 集 合 . 

(2) 如 果 De 有 ,bb>c 则 {zeA 和 |b>lz|>ecy 为 Ar 的 闭 集 合 . 

(3) {Zz € AK ||z| > ec} 作为 Ak 的 子 集 的 拓扑 与 作为 AX 的 子 集 的 拓扑 是 一 致 
的 . 口 


引 理 6.106 的 证 明 将 在 后 面 给 出 . 


:188 ， 六 章 ”局 部 与 整体 


注 记 6.107 A 的 拓扑 与 作为 Ak 子 集 的 拓扑 不 同 (参看 下 面 的 问题 7). 至 此 
为 止 , 我 们 在 A# 中 是 将 其 作为 A% 的 子 集合 而 引进 拓扑 的 , 然而 根据 命题 6.106(3) 
知 , 对 于 Ak, 作为 A% 的 子 集 还 是 作为 Ak 的 子 集 所 引进 的 拓扑 都 是 一 样 的 . 

问题 7 对 于 n> 1 有 取 an € AAS, 其 及 分 量 为 1, 对 于 所 有 素数 p 的 Q 分 量 为 nl 十 1. 
那么 ， 

(1) AeQ 中 an 收敛 于 1. 

(2) A& 中 an 不 收敛 . 


[AK/KX 为 紧 的 证 明 ] 如 果 能 找到 AX 的 紧 子 集 C 使 其 满足 AK = CKx, 那 
么 C 一 Ak/K* 便 是 个 满 射 ; 由 引 理 6.90 知 ，Ak /Kx 是 紧 的 . C 可 像 下 面 那样 找 
到 . 

设 为 Ak 的 不 变 测度 , 记 在 Ak/K 中 的 像 (准备 3) 为 以. 由 于 Ak/K 为 
紧 (命题 6.78), 故 j/(Ak/K) < oo. 另 一 方面 , 由 于 Ar 不 是 紧 的 , 根据 准备 1 知 , 存 
在 Ak 紧 子 集 Co 使 得 W(Co) > j/(Ak/K). 令 


Ci={y-z|y, zeECo} CAk,C= ONAk. 


我 们 来 证 明 C 为 满足 Ak = CKX 的 Ak 的 紧 子 集 . 
先 证 明 Ak = CK*. 取 ze Ak. 于 是 ， 


H(z 00) = |e pu(Co0) = AMCo) > (Axk/K). 


令 r 1Co 在 Ak/K 中 的 像 为 了 ,倘若 z-1Co 一 了 为 单 射 , 那么 就 有 nz-1Co) = 
从 (Y) < WW(Ak/K) (因为 Yc Ak/K) 从 而 得 了 矛盾 , 所 以 z-1Co -;Y 不 是 单 射 . 
于 是 , 存在 % ze Co, 当 令 wW=z-ly-z-1z 时 有 we K, uA#0. zu =y-zEOQ1. 另 
外 还 因为 ue Ak( 命 题 6.81), 故 zu e Ak. 因此 zu e CinAk = C, 从 而 ne CKX*. 

下 一 步 证 明 C 为 紧 集合 . 因为 C1 是 由 紧 空间 到 分 离 空 间 的 连续 映射 Cox Co 一 
Axk : (2z) 一 y 一 z 的 像 ,那么 由 引 理 6.90 知道 C1 是 Ar 的 紧 子 集 . 因为 根据 引 理 
6.106(2)( 令 5 二 c=1) 知 AK 为 Ak 的 闭 集合 , 故 C = Cin A 为 紧 集 C1 的 闭 子 
集 , 从 而 在 Ak 的 子 集 的 拓扑 下 是 紧 的 . 因此 由 引 理 6.106(3) 知 C 在 Ak 的 子 集 的 
拓扑 下 为 紧 . a 


[ 引 理 6.106 的 证 明 ] 虽然 A% 一 有 x : z 上 |z| 以 及 在 各 个 素 点 v 上 Ar 一 
及 : z 局 zz 均 为 连续 , 但 Ak 一 及 : z + |z| 却 并 不 连续 (例如 对 于 问题 7 的 
an E AQ, an 在 AQ 中 收敛 于 1, 而 |an| = (nl 十 1)-! 不 收敛 于 |1| = 1 却 收敛 于 0)， 
因此 需要 留意 . 

我 们 先 指出 (2) 可 由 (1) 与 (3) 推出 . 因为 A% 一 Rx : z |z| 连续 , 故 
{z € AK | b> |z| > c} 为 A% 的 闭 集合 . 于 是 由 (1) 和 (3) 知 此 集合 在 Ar 中 也 为 
闭 集合 . 
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证 明 (1). 由 考虑 补 集合 可 知 , 只 要 证 明 {z e Ak | |z| < c} 为 Ak 的 开 集 就 可 
以 了 . 设 4a= (av)。E Ak, la| < c. 那么 只 要 对 于 a 的 某 个 邻 域 U, 证 明 “如 果 z EU 
则 |z| < ce” 成 立 就 可 以 了 . 

取 由 K 的 素 点 组 成 的 充分 大 的 有 限 集合 S, 则 [[ leolx, < e 以 及 “如 果 " 为 


VES 
K 的 素 点 且 u& 5, 则 。 为 有 限 素 点 且 av e Ou” 成 立 由 于 有 限 积 Ak 及 ， za， 
Teslxes 连续 , 当 取 a 的 充分 小 邻 域 时, 成立 “如 果 ne UD, 则 T[ lzvlxs <c 且 
VES 
基于 所 有 的 ug 5 有 zu e Our, 对 于 这 样 的 U, 如 果 z eT 则 
lzl < I leolx, < 
vES 

证 明 (3). 对 于 包含 了 所 有 无 限 素 点 的 由 K 的 素 点 组 成 的 有 限 集合 5, 在 G(S) = 

TI Kx x II ox 上 , 作为 Ax 子 集 的 拓扑 以 及 作为 A% 的 子 集 的 拓扑 的 直 积 拓扑 


两 者 是 相等 的 . 因此 , 对 于 使 得 a € AX, |a| > e 成 立 的 a, 只 要 能 证 明 存在 这 样 的 5 
及 a 在 Ak 中 的 邻 域 U, 使 得 


{zeEAxr |lz|>c}NU cc G(s) 


即 可 . 

设 5' 为 域 K 的 素 点 组 成 的 充分 大 的 有 限 集合 , 使 得 “如 果 v 为 KK 的 vg 5 
的 素 点 , 则 v 为 有 限 素 点 而 且 aw e O。” 成 立 . 取 实 数 > 使 得 7 > I lavlx。. 又 取 
a 的 充分 小 的 邻 域 0 使 得 “如 果 z e U, 则 II Izvlk, < 且 对 于 所 有 的 vg5S' 有 
zu e Ov” 成 立 . 令 说 


5S=S'Uf{v | K 的 有 限 素 点 , N(v) < re!}. 


5 为 有 限 集 . (如 果 K 为 数 域 , 设 v 之 下 的 素数 为 p, 则 有 < N(v), 由 于 比 给 定数 小 
的 素数 只 有 有 限 个 即 知 ; 当 K 为 有 限 域 F。 上 单 变量 代数 函数 域 时 , 考虑 F(T) C K， 
v2 之 下 的 Fa(T) 的 素 点 , 则 可 同样 地 证 明 .) 

我 们 来 证 明 {z e Ak | lz| > c}nU 的 任意 元 z 属于 G(S). 设 v 4 5, 则 


ce 和 lz| 和 zolxk TE lzvlkv < eolxg, 7. 
VES’ 
因此 
1> |zolk, > er! > N(v)-! 


由 于 0< ordu(zu) < 1 故 ordu(zu) = 0, 即 zue OX. 上 
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(h) 对 偶 性 与 稠密 性 


我 们 来 介绍 关于 局 部 紧 Abel 群 的 特征 的 Pontrjagin 对 偶 定理 , 并 以 其 来 证 明 
命题 6.79, 命题 6.80(2). 

设 G 为 局 部 紧 Abel 群 , 称 由 G 到 绝对 值 为 1 的 全 体 复 素数 构成 的 乘法 群 CX 的 
连续 同 态 为 G 的 特征 (character). 在 G 的 全 体 特征 的 集合 G* 中 , 对 x, x e G* 定义 
它们 的 积 xx 为 (xx (9)) = X(9)X(9), 则 G* 在 此 乘积 下 成 了 群 . 进而 , 定义 G* 的 拓 
扑 为 :对 于 G 的 紧 子 集 C 与 CX 的 开 子 集 U, 让 所 有 V(C,U) = {x e G* | x(C) c U} 
为 其 全 部 开 集 基 (也 就 是 说 , 将 形 如 V(C,U) 的 集合 的 并 集 定义 为 开 集 ), 由 此 可 知 
它 成 为 一 个 局 部 紧 的 Abel 群 . 

称 G* 为 G 的 特征 群 (character group), 也 叫做 “G 的 对 偶 (dual)”. 下 面 我 们 
将 不 证 明 地 介绍 关于 特征 群 的 一 些 特性 , 对 于 想 知道 详情 的 人 , 请 参看 关于 拓扑 群 
方面 的 书 . 

例如 , G = ZZ 时 , G* = CY( 对 应 于 ue CY 的 是 G* 中 的 元 Z 一 CX : ny wn). 
反之 , G = CY 时 G* =Z (neZ 对 应 于 G* 的 元 CY 一 CY :wm wo) 一 般 地 , G 
为 离散 群 时 G* 为 紧 , 而 G* 为 紧 时 G 为 离散 . 另外 , G = RR 时 , G* 为 所 有 对 应 于 
aE 民 的 所 有 RR 一 CY : zr eari. 

关于 局 部 紧 Abel 群 的 特征 , 下 面 的 定理 最 为 重要 . 


定理 6.108 (Pontrjagin 对 偶 定理 ) 设 G 为 局 部 紧 Abel 群 , 则 


Go(0): gn (6° =» C1: x x(g)) 
是 作为 拓扑 Abel 群 的 同 构 映射 . 口 

特别 地 , G 为 单位 群 ( 即 仅 由 单位 元 组 成 的 群 ) 与 G* 为 单位 群 等 价 . 

在 数论 的 应 用 中 , 下 面 的 命题 很 重要 . 这 个 命题 6.109 的 (1) 是 刚才 所 说 的 及 的 
特征 群 在 一 般 局 部 域 的 推广 . 另外 , (2) 中 说 到 的 Ao/Q 的 特征 群 与 @ 同 构 , 类 似 于 
R/Z 的 特征 群 (由 及 /2 与 CX 同 构 , 按 刚才 所 说 的 那样 ) 与 Z 同 构 . 

命题 6.109 


(D 设 KK 为 局 部 域 . 取 K* 中 的 一 个 非 单位 元 x, 则 有 下 面 的 拓扑 Abel 群 间 的 
同 构 : 


KSFK*: zo (Ko CY: yr x(zy)). 


(2) 设 KK 为 整体 域 . 取 (Ak/K)* 的 一 个 非 单位 元 x, 则 有 下 面 的 拓扑 Abel 群 
间 的 同 构 : 
KS (Ar/K)’: s+ (AK/K = CY : yo x(zy)), 
Ax SS (Ak)’ : 2 (Ak = CY : yr x(zy)). 口 
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(1) 的 证 明 不 难 , (2) 的 证 明 与 命题 6.78 的 证 明 一 样 可 化 为 天 =@@ 与 天 =Fo(T) 
的 情形 . 

现在 为 了 命题 6.79, 6.80(2) 的 证 明 准备 一 个 引 理 . 

引 理 6.110 对 于 局 部 紧 Abel 群 间 的 同 态 f :G1 一 G2, 则 G3 一 GI: x 上 .xof 
为 单 射 等 价 于 f(G1) 在 G2 中 稠密 . 

[证 明 ] 设 互 为 f(G1) 在 Gs 中 的 闭 包 , 瓦 为 Ga 的 闭 子 群 , 故而 Gz/ 了 H 为 局 
部 紧 的 Abel 群 . 我 们 有 

Ker(G; > Gi| XPmXoh={XsG3lxXGD)) = {1}} 
={xeG;|x(H)= {1}} (G2/H)". 

此 , G3 一 Gi 为 单 射 仿 (G2/H)*={1} 伟 Gs/H={l} 人 OH=G2 Sf(G1) 在 G2 
中 稠密 . 上 

[命题 6.79 的 证 明 ] 对 于 K 的 素 点 w, 如 果 能 证 明 该 命题 在 5 为 K 的 全 部 素 
点 去 掉 w 的 集合 时 成 立即 可 . 根据 引 理 6.110, 只 要 说 明 (T K。)* 一 K" 为 单 射 就 

to 
够 了 . 由 命题 6.109, (T Ko)* 与 T[ Kv, 而 K* 与 Ak/K 是 同 构 的 , 那么 问题 便 归 
ao v8#¥w 


结 为 证 明 标准 映射 K。 一 Ak/K 为 单 射 了 . 然而 很 容易 便 知 其 为 单 射 . D 


un 
[命题 6.80(2) 的 证 明 ] 如 果 能 断言 对 于 [TK 的 非 空 开 集 U, 0s 一 工 


的 像 与 世相 交 即 可 . 令 5” 为 5 在 K 的 全 部 素 提 集合 中 的 补 集 , 这 时 ,5'US" 等 作为 
命题 6.79 中 的 5 而 应 用 于 命题 6.79, 知 天 一、 ”K。 的 像 稠密 .定义 TI[ K。 


vES'US" veSUS” 

的 开 集 右 为 上 =Ux [[ 0。, 由 于 立 非 空 , 根据 稠密 性 有 a e K 使 其 在 II 的 
ves” veS'Us’” 

的 像 属于 所. 因此 , a 属于 Os, 它 在 [] Ks 的 像 属于 U. [ 


YES/ 
问题 8 定义 co e RR* 为 cco(z) = exp(2riz), 而 对 于 各 个 素数 p 则 定义 ip < (Qp)* 为 
复合 映射 Qs 一 Qp/Zp 全 ZI3]/Z 一 CXY, 其 中 最 后 的 那个 映射 是 = mod Zr exp(2riz). 于 
是 当 定义 上 : Ae 一 CY 为 (zuju 呈 ce(ze) : 工 w(zp)” 时 , 证 明 将 主 阿 代 尔 映 到 1, 即 
:素数 
‘(A0/Q). y 
(i) 理想 类 群 的 精细 化 


在 此 Gi) 小 节 中 我 们 总 假设 天 为 数 域 . 
像 在 (e) 小 节 所 看 到 的 , 理想 类 群 C1(K) 可 以 看 成 伊 代 尔 类 群 Ck 的 商 群 . 在 
Cx 的 商 群 中 , 我 们 想 要 把 理想 类 群 做 得 少许 精细 一 点 : 对 Ok 的 每 个 非 零 理想 a 可 
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定义 一 个 CI(K a)( 请 注意 , 这 个 记号 CL(K, a) 在 本 书 之 外 并 不 通用 ). 群 CI(K, a) 
在 后 面 的 类 域 论 的 讲解 中 扮演 了 重要 的 角色 (参看 88.1). 
像 (e) 小 节 中 所 讲 过 的 那样 , 有 


Cl(K) = Coker(K* 一 AX%/U) = Ck/(U 在 Ck 的 像 )， 


其 中 
v= I[ rx II 0. 


也 :无 限 家 点 有限 家 点 


CLICK, a) 与 此 相似 , 但 使 用 了 下 面 将 定义 的 AX 的 开 子 群 U(a). 
Cl(K,a) = Coker(K — AX/U(a)) = Ck/(U(a) 在 Ck 中 的 像 ). 


现在 叙述 UV(a) 的 定义 . 对 于 K 的 各 个 素 点 定义 Kx 的 子 群 U,(a) 为 , 如 果 ,为 
有 限 素 点 , 则 
Us(a) = Ker(Ox 一 (Ou/aou)x) c Ox*. 


(如 果 v 为 不 除 尽 a 的 有 限 素 点 , 则 aO。 = Ou, 因而 U,(a) = Ox.) 如 果 v 为 复 素 
点 , 则 U,(a) = K¥, 如 果 v 为 实 素 点 , 则 Ui(a) = {KX 的 正 元 }. 令 


U(a)=IIU(o). 


因为 UV(a) c U, 从 而 得 到 了 标准 满 射 
Cl(K,a) = CUK). 


以 (e) 小 节 证 明 ClL(K) 的 有 限 性 时 同样 讨论 得 到 

命题 6.111 Cl(K,a) 为 有 限 群 . 口 

Ox 的 非 零 理想 a，b 如 果 满 足 a Cc b, 则 由 U(a) < U(b) 得 到 标准 映射 
CL(K,a) 一 Cl(K,b). 下 面 的 命题 将 在 稍 后 证 明 . 

命题 6.112 

(1) AX 的 子 群 为 开 子 群 的 充 要 条 件 为 , 它 包 含 对 于 Ok 的 菜 个 非 零 理想 a 的 
Ul(a). 

(2) Ck 的 子 群 为 开 子 群 的 充 要 条 件 为 , 它 包 含 对 于 Ok 的 菜 个 非 堆 理想 a 的 
U(a) 在 Ck 中 的 像 . 口 

因此 , Ck 的 商 群 为 离散 ( 即 Cx/( 开 子 群 ) 时 , 如 果 取 a 充分 小 , 则 得 到 其 可 作 
为 CI(K,a) 的 商 群 . 

我 们 再 稍 许 详细 地 研究 一 下 CL(K,a) 与 C1(K) 之 间 的 关系 . 


§6.4” 阿 代 尔 (adale) 环 与 伊 代 尔 (idale) 群 * 193 . 


我 们 已 有 
Cl(K) = (分 式 理想 群 )/( 分 式 主 理想 群 )， 


而 CI(K,a) 也 具有 类 似 的 表示 


CI(K,a) = I(a)/P(a). 
在 这 里 ， 


IT(a) = {K 的 分 式 理想 , 且 可 写 为 be-! 的 形式 , 其 中 b,c 
为 Ok 中 与 a 互 素 的 非 零 理想 }， 

P(a) = {(a) | a es K*, a 为 全 正 , 且 可 写 为 a = bc-:! 的 形式 , 其 中 b,c 
为 使 5 三 c mod a 且 与 a 互 素 的 Ok 中 的 非 零 元 }. 


(所 谓 互 素 是 说 , 没有 除 尽 它们 的 公共 素 理想 .) 由 下 面 的 方式 可 得 到 这 个 表示 . 令 
3 = {K 的 无 限 素 点 } U { 除 尽 a 的 K 的 有 限 素 点 }. 
3 是 个 有 限 集 . 因为 对 于 K 的 素 点 vg 5S 有 U,(a) = OX, 故 


I(a) 兰 Dz ~ DR /Us(a) C A¥/U(a). 


vgS VS 
命题 6.113 ”由 上 面 的 包含 关系 所 得 到 的 同 态 T(a) 一 CI(K,a) 诱导 出 I(a)/P(a) 
SS CK,a). 口 


对 于 I(a) 的 元 b, 其 在 CI(E,a) 中 的 像 (特别 在 没有 必要 明确 指明 a 时 ) 被 简 
单 地 记 为 回 . 
下 面 表示 了 Cl(K,a) 与 CL(K) 的 不 同 之 处 . 


命题 6.114 存在 唯一 的 同 构 
Ker(CI(K,a) 一 CI(K)) 兰 (( 向 m/e) Dow) /(O% 的 像 )， 
人 


使 得 对 于 与 a 互 素 的 Ok 的 非 零 元 b, [(b)] < Ker(CI(K,a) 一 CL(K)) 被 映 到 在 右 端 
的 5 的 像 . 口 


例 6.115 当天 = Q，a = NZ (N 为 自然 数 ) 时 , 因为 C1(Q@) 为 单位 群 而 
CX = { 土 1}, 按照 命题 6.114, 有 


Cl(Q, NZ)  (Z/NZ)*. 0 
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我 们 来 证 明 命题 6.112, 6.113, 6.114. 


[命题 6.112 的 证 明 ] (1) 由 于 U(a) 为 开 子 群 , 故 充分 性 是 显然 的 . 证 明 必要 性 . 
设 互 为 Ck 的 开 子 群 , 只 要 证 明 存在 Ok 的 某 个 非 零 理想 a 满足 U(a) c HH 就 可 
以 了 . 因为 五 为 开 集 , 故 存在 包含 K 的 所 有 无 限 素 点 的 K 的 素 点 的 有 限 集 5 以 及 
1 的 邻 域 U,c KX (os 5) 的 族 , 使 得 [Vx ]] OX < 五. 又 因为 五 为 子 群 , 如 


vES ES 
果 v 为 实 素 点 则 取 UV 为 Kx 的 全 部 正 元 , v 为 复 案 点 时 则 取 U, = KX. 如 果 取 Ok 
充分 小 的 非 零 理想 , 则 对 于 所 有 有 限 素 点 ve 5, 成 立 UV,(a) c U。. 对 于 这 样 的 a 有 
U(a) cH. 
(2) 观察 其 在 AX 中 的 逆 像 , 则 由 (1) 得 到 . n 


[命题 6.113 的 证 明 ] 取 3 为 命题 6.113 前 面 一 点 所 给 出 的 那样 . 根据 命题 6.79 
知 Kx 一 四 K¥/U,(a) 为 满 射 . 由 此 可 知 I(a) -C1(K, a) 为 满 射 . 另外 
VES 


Ker(I(a) =» CI(K, a)) = {© |ae Ker (x 一 Bee)) 
= Pla). 党 上 
[命题 6.114 的 证 明 ] 由 于 
Ker(T(a) 一 Cl(K)) = {(bc-) | b,c € Ok — {0}, b,c 均 与 a 互 素 }, 
故 存在 唯一 的 同 态 
Ker(CI(K,a) 一 CI(K)) 一 ((@ @ Rx ms) Bon/®") /(OX% 的 像 ) 


而 将 上 面 那 样 的 (bc~!) 变 到 (6 的 像 )(e 的 像 )-1. 由 命题 6.79 (用 于 上 面 那样 的 5) 3 
此 同 态 为 满 射 , 而 此 同 态 的 核 显然 为 P(a). 


小 结 


6.1 在 数 域 和 单 变量 代数 函数 域 (特别 是 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 ) 之 间 
成 立 许多 平行 的 理论 . 

6.2 有 理 数 域 Q 可 嵌入 到 对 于 每 个 素数 p 的 Q 中 , 另外 也 可 蔡 入 到 及 中 ， 
这 些 可 推广 到 数 域 K 以 及 有 限 域 上 单 变量 代数 函数 域 天 (两 者 都 被 称 为 整体 域 ) 上 ， 
将 它们 嵌入 到 对 K 的 每 个 素 点 v 的 局 部 紧 域 K。(K 在 v 的 局 部 域 ) 中 . 在 描述 整 
体 域 时 , 整合 对 于 各 个 局 部 域 K 的 考察 是 重要 的 . 

6.3 考察 将 整体 域 K 的 各 局 部 域 集中 一 起 定义 的 K 的 阿 代 尔 环 , 伊 代 尔 群 是 
联结 局 部 与 整体 的 好 方法 . 在 86.4 中 用 考察 伊 代 尔 群 的 方法 证 明了 Dirichlet 单位 
定理 和 “类 数 有 限 性 ”定理 . 


习题 
6.1 Fibonacci 数列 (wun)>o 定义 为 
wo = 0 = 1 i = iB 2 1 
he Nr 


aun+2 = Unt1 + Un(n > 0), 


它 具 有 表达 式 
3 1+V5 1— V5 
Un 一 三 7 一 2 
由 考虑 素数 在 Q(V5) 中 的 分 解 , 证 明 下 面 的 断言 . 
(D 设 p 为 不 等 于 5 的 素数 ， 


如 果 m 三 n mod (p? 一 1), 那么 wm = un mod p. 


(例如 p = 3 的 情形 , us = 21 =0= wo, ug = 34 三 wu mod 3.) 
(2) 对 于 满足 p = 土 mod 5 的 素数 p， 


如 果 m =n mod (p 一 1), 那么 wm = wn mod p. 


(例如 p = 11 的 情形 , wo = 55 三 0 = wo, ui =89=1=w mod 11.) 
6.2 设 K 为 完备 离散 赋值 域 , 二 为 其 有 限 可 分 扩 域 . 证 明 关于 范 映射 的 下 列 
断言 . 
(GD 设 vk 为 K 的 离散 赋值 , vz 为 工 的 离散 赋值 , f 为 工 在 KK 上 的 剩余 次 数 ， 
对 zeLx 有 
ZK(CNz/K(z)) = f+ vr(z). 
(2) 如 果 K 的 剩余 域 为 有 限 域 , 则 对 于 re Lx 有 


INi/r(z)lk = |zlr. 


6.3 设 K 为 数 域 . 证 明 可 以 把 对 于 a e Kx 的 乘积 公式 [Tlalx, = 1 通过 范 映 


射 Nkje : Kx 一 Qx 归结 到 K = Q 及 对 ae Qx 的 乘积 公式 (IH ob) xlal=1 
:素数 


的 情形 . 
6.4 设 KK 为 数 域 . 对 于 K 的 分 式 理想 a, 定义 正 有 理 数 N(a) 如 下 : 设 有 素 分 
解 a= ze) (e(p) s 允 , 则 

各 


Na = IN 
Pp 
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其 中 N(p) = #(Or/p). 证 明 下 面 的 断言 . 

(1) N(ab) = N(a)N(b), N(a-!) = N(a)-1. 

(2) 当 ac Ok 时 , N(a) = #(Ok /a). 

(3) 当 a Cb, [b:a] = N(a)N(b)-!. 

6.5 设 到 为 特征 0 的 局 部 域 .利用 KK 的 指数 函数 把 乘法 的 语言 改写 为 加 法 的 
语言 , 证 明 以 下 断言 . 

(1) 当 n> 1 时, (Kx)" 为 Kx 的 具有 限 指数 的 开 子 群 . 

(2) KX 的 具有 限 指数 的 子 群 全 是 开 子 群 . 
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我 们 已 经 知道 (第 三 章 ), 出 现 了 一 些 超出 函数 范围 的 东西 . 在 这 一 章 中 . 我 们 
将 以 < 作为 复 函数 时 的 性 质 为 中 心 进行 讨论 . 以 解析 延 拓 、 函 数 方程 、 特 殊 值 的 表 
示 、 零 点 的 分 布 等 为 重点 , 并 推导 关于 素数 分 布 的 素数 定理 . 进一步 ¢ 还 可 作为 p 
进 函 数 而 存在 . 这 在 《数论 开 》 的 岩 泽 (Iwasawa) 理论 的 章节 中 将 得 到 明确 解释 . 

特别 重要 的 是 , ¢ 将 局 部 域 和 整体 域 联系 了 起 来 . 像 


oo 


= I -r= Dn 
也: 素数 n=1 
这 样 的 6, 汇集 了 每 个 素数 的 局 部 信息 , 但 出 乎 预料 地 体现 了 整体 域 的 信息 , 譬如 对 
类 数 之 类 的 猜想 .( 这 在 本 章 、 第 八 章 , 还 有 《数论 工 》 都 可 得 到 清楚 的 认 知 .) 在 第 六 
章 中 联结 了 局 部 和 整体 的 阿 代 尔 和 伊 代 尔 也 活跃 于 对 整体 域 的 〈 的 研究 之 中 . 
在 本 章 主要 用 到 〈 的 积分 表示 . 它 起源 于 对 于 工 函数 (今后 我 们 把 它 当 作 ( 的 
相伴 对 象 ) 的 Euler 积分 表示 


三 人/ ”ti ed) 


87.1 ¢ 的 出 现 
1350 年 左右 , 中 世纪 欧洲 的 Oresme 发 现 


IY 
EN 
和 
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为 无 穷 大 . 从 现在 往 回 看 , 这 可 想 成 是 ¢ 出 现 最 早 的 地 方 . 他 的 证 明 是 


bY 
一 1 和 (+ 人 (+ 


之 后 , 5 出 现 了 在 第 三 章 中 所 叙述 的 形式 
i Wi nT 
2 
(Madhava-Gregory-Leibniz 公式 ). 它 开 启 了 工 函数 特殊 值 方面 的 工作 , 在 Gauss 数 
域 Q(V=7) 的 类 数 为 1 得 到 证 明 以 后 才 对 此 有 所 了 解 (Dirichlet 类 数 公式 ). 
短暂 的 沉默 被 打破 了 . 在 18 世纪 的 Buler 之 前 , ¢ 终于 以 明确 的 姿态 开始 出 现 . 
Euler 受到 上 述 公式 的 激励 , 不 懈 地 追究 


hi 
TT 


ee 
25 

到 1.644934066 8482264364.… ,好 不 容易 最 终 有 了 至 的 答案 (1735). 特别 地 , Euler 
发 现 了 称 为 


对 于 所 有 自然 数 之 和 |=| 对 于 所 有 素数 之 积 


的 Euler 积 


(1737 年 ). 它 是 素 因子 分 解 唯一 性 的 绝妙 表示 . 在 考察 Buler 积 时 只 要 取 
i 
=(1+27+4 + )(1+3 "+9 +-…)(14 04) x: 
一 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 十 …， 

就 足够 了 . 由 此 Euler 令 s。 = 1 得 到 

开 (人 -区 = 和 ee 


卫 


再 对 其 取 对 数 , 得 到 引 人 注 目的 


= loglogoo 
rt 


87.1 ¢ 的 出 现 * 199 ， 


(这 是 Euler 原封 不 动 的 表示 ). 这 在 现在 已 知 其 意味 着 


1 

二 人 loglogz 
这 样 的 事实 (~ 表示 两 边 的 比值 收敛 于 1). 自 开创 素数 有 无 限 多 个 的 定性 的 古 希 腊 
数学 成 果 以 来 (公元 前 500 年 前 后 , 由 多 位 Pythagoras 学 派 成 员 所 得 ), Euler 所 得 
到 的 素数 倒数 的 和 二 5 发 散 到 无 穷 大 的 结果 是 划时代 的 . 它 开创 了 定量 的 素数 分 


布 理论 . 
Euler 在 1749 年 , 依据 对 发 散 级 数 大 胆 的 计算 找到 了 


1+2+3 十 4 二 5 十 …= 一 二 
12 十 22 十 32 十 42 十 5 十 .一 0 
1 
1 2 Ee tA + = 
等 等 (C( 一 1), 5(-2),5(-3)…… 的 值 ), 发 现 了 漂亮 的 对 偶 性 


中 
rt 
加 加 


(再 说 , 上 面 所 写 出 的 发 散 级 数 的 值 最 近 被 确认 为 可 作为 自然 状态 下 零点 振动 、 真 空 
能 量 的 计算 : Lamoreaux, Physical Review Letters, 1997 年 1 月 .) 

将 Euler 发 现 的 这 些 东 西 牢 牢 地 置 于 坚 石 之 上 的 是 Riemann(1859 年 ). Riemann 
定义 了 


$s)=I[0=7) = Dn 
2 et 


(Buler 没有 用 作为 函数 记号 , 通常 写成 级 数 的 形式 ), 并 表明 可 以 将 其 考虑 为 复 函 
数 . Oresme 以 及 Euler 还 特别 注意 到 s = 1 是 5(s) 的 (唯一 的 ) 极点 . 
Riemann 给 出 了 Euler 所 发 现 的 函数 方程 


CQ -= (92Cm Ts)cos( 字 ) 
的 正确 证 明 , 并 注意 到 这 个 函数 方程 依照 完备 化 了 的 <: 
Cs) = Tr (3) (8) 
可 以 写 为 更 具 对 称 性 的 著名 形式 
Cs) = C1 8), 


它 由 一 看 就 明白 的 积分 表示 给 出 . 这 个 表示 方法 也 被 用 来 表示 后 来 的 Riemann ( 以 
外 的 ¢. 进一步 , Riemann 发 现 了 基于 
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CD I 
一 


i (es 了 log2) 二 I 人 全 引 I (1+ 世 ) ec 去 
p =1 


的 对 偶 性 


全 体 素数 ] < [全体 鹤 (与 极点 


(7 = 0.577.… 为 Euler 常数 , 而 p 遍历 5(s) 的 全 部 虚 零点 .) 特别 地 , 证 明了 对 于 不 
大 于 z 的 素数 个 数 r(z) 的 Riemann 显 式 公式 (explicit formula) 


(0) = An), 


m=1 
H(z) =Li(s) - DLi(e?) + Rs 
2 a jog 
其 中 j(m) 为 M6bius 函数 ， 
z 5 z 
2 du -地 (/ du +/ 和 ) 
0 logu elo \jo logu 1+e logu 


为 对 数 积分 . 由 此 显 式 公式 到 达 了 漂亮 的 猜想 


Riemann 猜想 : ¢ 虑 零点 的 实 部 全 为 二 


Riemann 猜想 等 价 于 
f(z) = Li(z) + O(z¥ log 7), 
而 通常 的 素数 定理 (prime number theorem, 1896 年 ) 


(2) ~ Li(z) ~ 和 
说 的 是 Re (p) < 1, 由 此 得 到 的 是 远 比 Riemann 猜想 弱 的 结果 . 
Riemann 猜想 是 个 没有 解决 的 难题 , 解决 这 个 猜想 的 形形色色 的 尝试 成 了 数学 
发 展 的 原动力 . 


87.2 Riemann ¢ 与 Dirichlet L .201 


87.2 Riemann ( 与 Dirichlet L 


(a) Riemann 的 函数 方程 


我 们 将 采用 并 说 明 Riemann 所 发 现 的 第 二 积分 表示 . 这 个 函数 方程 的 一 目 了 然 
的 对 称 性 是 个 卓越 的 性 质 .( 在 第 三 章 中 我 们 曾 使 用 了 第 一 积分 表示 ， 它 方便 于 特殊 
值 的 计算 .) 


定理 7.1 令 完 全 Riemann ( 为 
Cg = 4T(3)¢(s). 
此 时 , C(s) 除 在 s = 10 为 极点 之 外 , 在 整个 复 平面 为 全 纯 函数 ,并 满足 函数 方程 
ls) = —s). 
[证 明 ] 对 于 z>0 令 
W(z) = es. 
根据 函数 的 定义 
Te) = 人/ “zaerldr (Re(s)>0), 
知 有 到 
G9 = wastae 
(Re (s) > 1). 这 便 是 “第 二 积分 表示 ”. 将 此 积分 在 = = 1 处 分 割 开 , 有 


1 oo 
7 -1 各 一 1 
C(s) 人/ RAEDES r+/ U(z)z2 dz. 
这 里 ,前 一 个 积分 在 变量 替换 = 一 上 可 写 为 
人 a /a WL)o-idz, 
0 1 了 


此 , 像 Jacobi 那样 使 用 等 式 (这 是 自 守 形式 的 变换 的 一 个 例子 , 也 是 Poisson 和 公 
式 的 一 个 例子 ) 


2 (F) +1= 82v(0) +), 
从 而 有 


区 一 人 


于 是 由 此 得 到 了 证 明 . ' 
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这 个 函数 方程 是 Buler 在 1749 年 以 其 朴素 的 形式 所 发 现 的 , 而 在 1859 年 Rie- 
mann 证 明了 上 面 的 那个 定型 化 了 的 形式 ， 顺 便 说 一 下 , 在 Euler 原本 的 论文 中 
所 谓 


©: 1 -2 +t3" -T+5m—6"+7"— 8"+... 


忆 1 Dp 和 
世人 + 
这 两 个 当 n= mm 十 1 时 实质 上 相等 是 以 太阳 和 月 亮 的 对 偶 的 形式 来 叙述 的 , Euler 以 


=m 十 1=2,3,4,… 时 (“巧妙 处 理 ” 发 散 级 数 地 ) 证 明了 


@ nm 
(nr (2 -Deos( 罗 )， 


2: 


ey 


“@” 和 “2” 所 支配 的 世界 按照 太阳 和 月 亮 来 划分 昼夜 , 尽管 它们 收敛 区 域 不 同 , 但 
是 却 依照 函数 方程 相 联系 . 请 读者 注意 


Dn 0), 
n=1 


从 而 弄 清 楚 Euler 的 断言 (参看 习题 7.7). 
(b) Dirichlet L 函数 的 函数 方程 
设 
Ls, = Dx =IIG xo")-! 


为 对 应 于 mod N 的 本 原 特征 x 的 Dirichlet 函数 (83.1, “本 原 特征 ” 的 意思 请 参 
看 85.2(e)). 特征 可 区 分 为 偶 特征 , 即 x(-1) = 1, 以 及 奇特 征 , 即 x(-1) = -1 (因为 
X(-1?=X((-1)?) = Xx(1) =1, 故 x(-1) = 土 1). 相应 于 此 , 令 


进一步 , 由 TR(s) = nr- 红 (中 ) 定义 完全 Dirichlet L 函数 
Lls,) = NiTR(s + e(x))L(s, x). 


记 e(z) = e2riz, 并 令 Gauss 和 G(x) 为 


Cr (#): 


k=0 
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定理 7.2 当 X 头 1w( 平 凡 特 征 ) 时 , L(s,X) 是 可 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 全 
纯 函 数 , 并 满足 函数 方程 


Lls,x) = W(X)L(1 — s, D0)- 


这 里 
GOO 


WO E00V 订 


是 绝对 值 为 1 的 复数 . 
[证 明 ] ”根据 在 $5.2(e) 所 证 明 的 关于 Gauss 和 的 结果 知 有 ((5.3) 式 ) 


N-1 
(7.2) xc 局 = Dx( (We (加 ) 
k=1 
以 及 (命题 5.16) 
GI = VN. 


(1) 当 x(-1) =1 时 , 令 


belo) =3 YD Xe = Dx(m)erem /nN, 


m=—00 m=1 
由 (7.2) 有 
es 攻 
GROWx(o) = DR) Pere/ arin/y 
k=1 n=—00 
4 oo 
-it ) (之 滑 DD eth 
k=1 n=—o0 
a 
I 3 (人 吉 而 (nN+k)2n/zN 
要 k=1 n=—00 
0 
-3(E) YD xe 
3 


(在 这 里 用 到 了 Fourier 变换 和 Poisson 和 公式 .) 因为 依 函数 的 公式 有 


bed = {waes ra, 
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故 
wh 1 oo 
Ew =/ Waitdo+ 人 We(z)zsldz 
RO 
=/ Wx(o)o$ 空 +a 广 Yr(o)s 守 宅 . 
从 而 得 到 
Lls,x) = Mia -sn 


(2) 当 x(-D = -1 时 , 令 
Px(T) =3 3 miX(m)e-rzm/N 一 7nX(mje-mzm2/N 
人 mn 一 一 co m=1 


与 (1) 同样 进行 , 得 到 


co = pe (9: 
进一步 有 
NiZ(s,x) = 三 px (2)z 5: dz 
= 外 Jox(z)jz 邱 dz 十 en J px (2)2-$dz, 
从 而 成 立 
Ls,x) = -人 2 0 


(i) 从 函数 方程 也 可 得 知 |W(X)| = 1: 由 
Lls,x) = WO) — s,x) 
以 及 
Ll1 -sD = Es, = WL = WOILs,x) 
得 到 W(X)W00 = 1. 这 便 得 到 了 |GCO| = VN 的 另 一 个 证 明 . 同样 地 可 知 , W(X) 一 
WO = WX). 
(i) x 为 实 特征 (Xx? = 1) 时 有 W(x) = 1. 这 与 Gauss 的 结果 
G00 = /VY x 为 人 特征 
iVN x 为 奇特 征 
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等 价 . 这 由 对 应 于 x 的 二 次 域 的 Dedekind 的 函数 方程 就 能 够 明白 (参照 习题 7.2). 
( 道 ) 由 函数 方程 知 , L(s,x) 当 Re(s) < 0 时 只 在 
X : 偶 特 征 时 s = 一 2, -4, 一 6,… 
X :奇特 征 时 s = 一 1, 一 3, 一 5 


有 一 阶 零 点 . 
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(a) 零点 的 不 存在 
素数 定理 的 证 明基 于 下 面 的 事实 . 
定理 7.3 对 于 Re(s) >1 


《(s) #0. 


[证 明 ] 在 Re(s) > 1 时 没有 零点 的 事实 由 Euler 的 乘积 表达 式 就 能 明白 . 而 
在 Re(s) = 1 时 没有 零点 可 按 如 下 方式 证 明 . 我 们 注意 到 , 对 于 o > 1 与 实数 t, 由 
Euler 积 可 得 到 


logl¢(o +it)|= > ee 2 cou(rmt loB): 


了 P: 率 数 m 二 1 


(另外 , 由 此 表示 也 可 看 出 在 Re(s) > 1 没有 零点 .) 现在 我 们 要 由 假定 6(1 + it) = 
0 (t 关 0) 来 导出 矛盾 . 首先 , 当 o > 1 时 有 


logl¢(o)3C(o + it)tC(o + 2it)| 
到 -> 3 {3 + 4cos(mtlogp) + cos(2mt logp)} 
-2 (1 + cos(mtlogp))? > 0. 
因此 ， 
IC(o)3cC(e + it)tC(o + 2it)| > 1 
另 一 方面 , 当 o 41 时 ， 
1 
Co ~ 人 Gy， 


Clo +it) = O((o — 1)), 
co 十 2i = O(1), 
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lipb(o) (0 +it)tC(o + 2it) =0. 
矛盾 . 和 
(b) Riemann 显 式 公式 
Riemann 研究 了 素数 的 分 布 , 得 到 了 显 式 公式 . 
定理 7.4 (Riemann 显 式 公式 ,1859 年 ) 对 于 z >1, 成立 


1 g 1 dz 
Dt (z*) -ao-ZaeO+ 人 Mon 082 
其 中 Li(z) 为 对 数 积 分 , p 取 遍 C(s) 的 满足 0 < Re(p) < 1 的 所 有 零点 (它们 等 于 


5(s) 的 庶 零 点 , 称 其 为 非 平凡 零点 或 者 本 性 零点 , 对 于 p 的 和 是 将 p 与 1p 放 在 一 
起 编组 的 . 


[证 明 ] 令 
和 1 
rz) = Dn (z*)= 为 元 
m=: p™™<r 
首先 断言 成 立 
ms) = We 1(z)r--ldz = 人 I(z)r- -ldz. 
事实 上 ， 


于 是 按照 Fourier 变换 (Mellin 逆 变 换 ), 对 c> 1 有 


r=/ wa 


2m 3 
ctioo 
0 
2rilogz Jo_ioo ds 日 


在 此 将 C(s) 因 式 分 解 (精确 的 形式 为 87.1 的 (7.1)) 


6(s) 涯 oI- I (s+2m) 
p m=1 
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并 将 其 代 人 , 便 可 计算 得 
ED dt 
I(z) = Li(z) 一 > nui)+/ i 


(参看 习题 7.3). 这 里 右 端 第 一 项 贡献 了 s = 1( 极 点 ), 第 二 项 贡献 了 由 s = p 得 到 的 
虚 零点 , 而 第 三 项 则 贡献 了 来 自 s = -2m (m = 1,2,3,…) 的 平凡 零点 . n 


(c) 素数 定理 
定理 7.5 (素数 定理 : Hadamard, de la Vallée-Poussin, 1896 年 ) 


(2) ~ 
[证 明 ] ”根据 定理 7.4 有 

ys 1 - 本 dt 
A(z) — Li(z) = = > (号 ) (的 + 人 re 


Li(zo) 
(z/ log(z)) 


人 二 (0 


根据 定理 7.3, 并 且 因 为 Re(p) < 1, 从 而 有 
取 和 》 ”与 取 极 限 可 以 交换 的 话 , 那么 


一 0, 利用 这 个 结果 知 , 如 果 


NC 1 _ 
zeoo (z/logz) 
然而 , 就 这 样 对 原来 的 形式 取 逐 项 极限 时 , 尚 有 些微 妙 之 处 . 为 了 能 处 理 它 , 通 
常 不 直接 使 用 r(z), 而 是 考虑 


W(z) = > logp. 
pmSz 


代替 Riemann 显 式 公式 (定理 7.4) 的 使 用 , 以 与 其 相同 方式 得 到 的 下 面 (1) 一 (4) 等 
公式 .((1),(2) 出 现在 Riemann 的 1859 年 的 手稿 中 .) 
(1) 


V0) =2 -于 + log(2n) 
7)=z—-》 —+ 一 -一 十 log(27 
有 Wl 2m 


ste 22 
3 
(von Mangoldt 于 1895 年 在 Crelle J.114 中 给 出 了 证 明 .) 
(2) 


) + log(27). 


2 2 pt1 
/ vou- a > Da + log(27) .2 + (const:). 
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(3) 
六 zw- 区 三 六 流光 i + (log27) :1ogs + (const.). 
光志 m=1 
(Hadamard 所 采用 Rp 
(4) 
0 ze-1 2-2m— 
站 lg 泛 A (log 2r) . E+ (const). 


(de la Vallée-Poussin 所 采用 的 形式 .) 
例如 , 由 (2) 得 出 


[vou 机 > YD) ~ 7) ~ 


gT 
另外 , 在 (D) 一 (4) 中 的 log(2r) 原本 是 作为 -人 0 出 现 的 . 0 


<(0) 
我 们 有 下 面 的 等 价 . 
Riemann 猜想 < (2) = Li(z) + O(z3 logz) 


von Koch,1901 年 


> 7(z) =ILi(z)+O(zi+e) (e > 0). 


这 些 可 以 通过 Riemann 显 式 公式 得 到 理解 . 另外 , 已 经 证 明 上 式 右 端的 ! 不 能 
改进 为 更 小 的 数 了 . 这 意味 着 Riemann 猜想 推导 出 了 终极 的 素数 分 布 定理 . 

如 此 一 来 , 因为 r(z) 的 估 值 可 由 按 Li(z) 逼近 , 所 以 研究 r(z) -Li (z) 的 
精确 程度 成 了 一 个 课题 . 譬如 Riemann(1859) 曾 注意 过 , 虽然 根据 Gauss 等 人 计算 
的 


A(z) < Li(z) 
在 z < 105 时 成 立 , 但 对 于 一 般 的 z 他 觉得 并 非 如 此 . 因为 这 可 从 Riemann 显 式 公 
式 得 到 
mr(z) = 五 (二 二 (8) — DLi(en) +... 
5 


(如 果 Riemann 猜想 成 立 , 则 Re (p) = 2) 故 从 理论 上 有 这 样 的 想法 . 然而 , Little- 
wood(1914) 详细 分 析 了 上 面 写 出 的 表达 式 (特别 是 关于 p 的 求 和 项 ), 据 此 证 明了 当 
z 一 oo 时 ， 

T(z) — Li(z) 
的 符号 无 限 次 地 改变 , 到 这 时 的 猜测 便 被 打 碎 了 . 这 是 一 个 清楚 地 表现 了 计算 与 理 
论 不 相符 的 例子 . 再 有 , 人 们 还 在 逐步 地 改进 使 T(z) > Li(z) 成 立 的 最 小 z 的 范围 : 
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Skews(1955) 的 界限 : 2 < exp exp exp exp(7.705). 

Lehman(1960) 的 界限 : z < 1.65 x 101165. 

te Riele(1987) 的 界限 : rz < 6.69 x 10370. 
逐渐 在 缩小 (在 这 个 计算 中 的 重要 之 处 是 对 p 的 数值 计算 ), 但 是 到 现在 仍 不 知道 z 
的 具体 例子 . 


(d) Riemann 的 〈 研究 


Riemann 对 研究 的 全 部 内 容 , 包括 未 发 表 内 容 的 原稿 , 因 Riemann 英 年 早 
逝 还 有 许多 未 知 的 部 分 .自己 所 发 表 的 只 有 1859 年 的 报告 在 那里 阐述 了 以 下 的 
内 容 : 

(1) 第 一 积分 表示 

(2) 第 二 积分 表示 

(3) 素数 的 显 式 公式 

(4) Riemann 猜想 . 

(1) 即 我 们 在 第 三 章 所 用 过 的 表示 


证 oo Ts 一 1 
¢(s) = FE 人 EI 

正如 在 第 三 章 中 所 见 到 的 那样 , 它 适 用 于 s 为 不 大 于 0 的 整数 时 的 求 值 . 另外 , 从 这 
个 表示 出 发 , 用 改变 积分 路 径 的 办 法 可 以 得 到 在 全 平面 的 解析 延 拓 和 函数 方程 ( 习 
题 7.7 中 的 方程 . 它 等 价 于 定理 7.1 的 函数 方程 , 然而 这 里 的 是 非 对 称 形式 ). 

(2) 是 定理 7.1 的 证 明 中 所 使 用 的 积分 表示 , 清晰 地 显示 出 左边 和 右边 完全 对 称 
的 函数 方程 (定理 7.1). 这 个 方法 可 以 推广 到 自 守 形式 的 ¢ 等 , 以 及 大 范围 的 ¢. 

(3) 即 定理 7.4. 

(4) 的 Riemann 猜想 成 了 一 个 特别 充满 神秘 感 的 陈述 . 

那么 , Riemann 的 研究 到 底 具 有 什么 样 的 深度 ? 通过 对 其 遗 稿 (手稿 ) 的 研究 便 
可 逐渐 明白 . 例如 , 我 们 知道 了 他 做 了 如 下 一 些 工作 : 

(5) 第 三 积分 表示 与 Riemann-Siegel 公式 

(6) 零点 的 计算 

(7) 素数 定理 

(5) 为 Siegel 在 1932 年 解读 出 来 的 内 容 , 对 零点 的 计算 发 挥 了 威力 . 我 们 已 知 
的 C(s) 的 30 亿 个 零点 满足 Riemann 猜想 的 事实 也 归功 于 (5). 

在 (6) 的 计算 中 , Riemann 用 (5) 详细 地 求 出 了 ( 手 算 ) 在 0 < Im(p) < 100 范 
围 内 的 零点 的 位 置 . 例如 , 对 于 最 初 的 零点 得 到 了 结果 


p=0.5+i(14.14.….). 


现在 对 此 的 详细 计算 结果 为 
p=0.5+i(14.13472514.…), 
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与 此 相 比 较 , 他 的 计算 并 非 相形 见 纳 . 特别 地 , 在 此 计算 中 间 他 证 明了 


1 1 ， 
2 学 G+)=Y+ Ee +1— (0) 
Im(p)>0 i F 
= + De +1— log(27) 


= —log2+1, 


字 ei 
[3 
并 用 手 算得 到 
3 3 = 0.023 095 708 966 121 033 81.….. 
这 只 不 过 是 Riemann 对 零点 研究 方面 的 一 曾 婴 了 . 

在 (7) 中 对 yw(z) = logp 进行 了 研究 ,而 得 到 了 显 式 公 式 ((c) 小 节 的 


(1),(2)). 这 大 概 就 是 收敛 性 问题 (参看 定理 7.5 的 证 明 ) 的 出 处 吧 . 
至 此 , 这 仅 是 我 们 所 知 的 Riemann 对 于 < 的 研究 , 远 较 想象 的 深刻 . 
(e) Dirichlet 素数 定理 


定理 7.6 (Dirichlet 素数 定理 , 1837 年 ) 对 于 互 素 的 自然 数 N, a, 存在 无 限 多 
个 与 a mod N 同 余 的 素数 . 就 是 说 , 令 


TNa(z) = #{ 素 数 p 和 zlp=a mod N]}， 
则 
dm rwa(z) = 十 co. 
[证 明 ] ”考虑 对 于 群 (Z/NZ)* 的 特征 的 正 交 关系 式 (例如 参照 岩 波 讲座 “现代 


数学 基础 ”的 《 群 论 》( 寺 田 至 . 园田 耕 一 郎 著 , 1997) 的 定理 2.45 (还 可 见 Linear 
Representations of Finite Group, J-P Serre, GTM 42 —— 译 者 注 . )), 于 是 有 


5 xogL() = > > 


X: mod NN 的 特征 


(P(N) 为 (Z/NZ)* 的 阶 数 ). 因此 有 


pm=a mod N 


pr 一 logZ(e,1w) 
P=a mod N ey 
1 Ee 主 守 
oy > x(a)logL(s,x) — 2 py 
9 pin ope 


如 果 当 x 承 1 (平凡 特征 ) 时 , 能 知道 L(1,x) 关 0, 那么 右 端 在 s | 1 时 为 有 限 从 而 
得 到 定理 . L(1, x) 关 0 的 证 明 可 分 为 虚 和 实 的 两 种 情形 . 
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x 为 虚 (X 天 部 时 : 考虑 
F(s)= II ,0). 


w; mod NN 的 特征 
当 s>1 时 由 
logF(s)=%(N) 5 Dir™>0 
有 F(s) > 1. 特别 取 s 11 有 F(1) >1. 
另 一 方面 , 设 L(1,x) = 0 则 由 ZL 六 =ZDXJ = 0, 有 


(5) = 工 (s,1N) x 工 (s,X) x L(s, 双 ) x (全 纯 函 数 ) 


在 s = 1 处 具有 不 小 于 一 阶 的 零点 , 因此 F(1) = 0, 从 而 矛盾 . 
@ x 为 实 (x = 避 时 : 有 两 种 方法 . 


用 Dirichlet 的 类 数 公式 , Dirichlet 的 最 初 的 方法 (1837 年 ) 
解析 证 明 , de la Vallée-Poussin 的 方法 (1896 年 ). 


第 一 种 方法 是 将 L(1,x) 与 对 应 于 x 的 二 次 域 的 类 数 联系 起 来 . 在 对 应 的 二 次 域 
为 虚 二 次 域 的 情形 , 根据 第 三 章 知 L(1,x) 为 ( 虚 二 次 域 的 类 数 )x (简单 的 非 零 数 ), 故 
Z(1X) 关 0. 在 实 二 次 域 的 情形 , Dirichlet 给 出 了 与 虚 二 次 域 同样 的 类 数 公式 (87.5 
的 (7.3) 式 ). 

现 叙 述 第 二 种 方法 . 假设 L(1,x) = 0. 令 


_ L(s,X)L(s,1N) 人 
Glos Bom an. 


它 在 Re(s) > 处 全 纯 目 一 当时 G(s) 一 0. 另外 还 有 on > 0 (al = 1). 因为 在 
ls 一 引 <3 内 G(s) 为 全 纯 , 故 有 Taylor 展开 


ce Gm) 
G(s)= sR ee —2)™. 
m=0 Yl 


这 里 ® 
G0) = (-0m DD an(logn)™n, 


n=1 


从 而 当 了 < 。< 2 成 立 


G9- 学 上 人 ge] (Qa". 
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特别 地 , 当 < s< 2 时 有 


a 


> 五 


G(s) > G(2) = 号 > 时 =1. 
n=1 


因此 当 s | 3 时 便 引出 了 矛盾 


上 面 写 出 的 结果 是 Dirichlet 的 原来 结果 (1837 年 ). 将 其 改进 


7 2 


rT 
TNa(z) ~ jogz 


(de la Vallée-Poussin, 1896 年 ). 
例如 , 考虑 N = 4, 则 
及 


从 而 


这 里 通过 计算 得 到 


可 得 到 


下 


Tadil(z) 


21 


Td3(z) 


24 


从 中 我 们 看 到 总 是 有 rasa(z) < ras(z); Tschebycheff (1853) 注 
猜想 它 对 于 一 般 的 z 也 成 立 . 但 是 Littlewood(1914) 证 明了 mai(z 
地 改变 符号 , 从 而 判定 Tschebycheff 的 猜想 不 成 立 . 另外 , 使 得 ra 


最 小 的 z 为 26861, 此 时 rai(z) = 1473, za,a(Z) = 1472 (Leech, 195 


87.4 F,[7T] 的 情形 


意 到 这 个 事实 , 并 
) 一 ra,s(z) 无 限 次 
,1(Z) > za(z) 的 
7). 


有 理 整数 环 Z 与 多 项 式 环 F,[T], 以 及 它们 的 商 域 Q 与 P(7T) 正如 在 86.1 说 
过 的 那样 , 是 相似 的 . 进一步 , 数 域 (Q 的 有 限 次 扩 域 ) 与 函数 域 (F,(T) 的 有 限 次 扩 


域 ) 具有 类 似 的 性 质 , 从 而 成 了 引导 数论 的 一 条 线索 . 


这 里 我 们 来 看 一 看 吧 . 这 方面 的 研究 是 由 年 仅 20 多 岁 的 德国 青年 Korn- 


blum (1890 一 1914) 在 第 一 次 世界 大 战 中 战 死 前 所 遗留 下 的 论文 天 
经 Landau 之 手 在 Kornblum 死 后 的 1919 年 发 表 .) 


F 创 的 ，( 那 篇 论文 


$7.4 Fp[7] 的 情形 


Kornblum 考虑 了 下 面 的 对 应 关系 
Fp[T] -一 Z 
最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 一 自然数 
最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 h 素数 
范 N(h) = pase 一 N(p) = pl 
Groin(s)= I G -NO 一 人 se)= [T0977)! = (9). 


用: 首 1 、 不 可 约 :素数 
Kornblum 证 明了 下 面 的 结果 . 
定理 7.7 (Kornblum) 
(1) Ge 四 (s) = (1— pt)-1. 


(2) (Dirichlet 素数 定理 的 类 比 ) 当 a(T),b(T) e Fp[T] 为 互 素 的 非 零 多 项 式 时 ， 


则 存在 无 限 多 个 最 高 次 项 系数 为 的 1 的 不 可 约 多 项 式 h(T) 使 得 
Ah(T) = b(T) mod a(T). 
[证 明 ] “(1) 利用 Fp[7T] 为 主 理想 整 环 (因而 为 唯一 分 解 整 环 ) 得 到 
m= DD Ny). 


f(T)eFpIT] 
最 高 次 项 系数 为 1 的 多 项 式 


然而 , N(f) = paeg(f7) (在 C(s) 的 情形 时 它 的 类 比 为 
IIa-z-:= -BD") 


Pp: 素数 
在 此 的 最 高 项 系数 为 1 的 上 次 多 项 式 
ao + aT + op-1Th 1 + Tk (a0,... ,ak_1 € Fp) 


具有 以 上 形式 , 故 总 共有 pt 个 . 因此 ， 
SPn[zl(s) = p= 
(2) 模仿 Dirichlet 的 证 明 (87.3(e)), 我 们 考虑 对 于 特征 
xX: (Fp[T]/(a(T))* 一 Cx 


的 工 函数 
Ts 四 (sX) = [TG — x(OON(J-?)-:. 
h 
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其 中 h 遍历 不 能 除 尽 a(7) 的 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 此 时 , 断言 “如 
果 X 关 1 有 Le,tri(1,x) 关 0” 可 以 按 Dirichlet 函数 的 情形 一 样 地 证 明 . (进而 ， 
X 天 工时 知 L,Irj(s,x) 为 p 的 多 项 式 .) 由 此 得 到 了 (2). 


以 Kornblum 的 研究 为 出 发 点 ,进而 有 对 Fb[T] 的 有 限 次 扩张 环 的 5 研究 (Artin， 
特别 在 二 次 扩张 环 的 情形 ), 在 其 中 已 知 类 比 的 Riemann 猜想 成 立 (Artin 提出 猜想 ， 
在 Hasse 证 明了 其 中 一 部 分 后 , Weil 完成 了 证 明 ).( 其 证 明 在 岩 波 讲座 “现代 数学 的 
发 展 ”的 《 Weil 猜想 与 Etale 上 同调 》 中 有 所 讲解 ) 还 有 , 值得 注意 Cz(s) 以 及 
Gesgl(s) 还 可 推广 到 如 下 形式 的 环 (更 广 的 , 概 形 ) 上 的 Hasse (. 

对 于 Z 上 有 限 生成 的 交换 环 4, 令 


(sa)= I -Nm 
极 大 理想 CA 


这 里 的 m 遍历 4 的 全 部 极 大 理想 ，N(m) 一 #(4/m)， 例如， 人 see(s) = c() 
GN? (9) = 名 四 (sj, 这 由 Z 以 及 Fo[T] 为 主 理想 整 环 就 立即 得 知 . 


§7.5 Dedekind ¢ 与 Hecke L 


在 这 一 节 中 我 们 将 讨论 作为 Riemann 5 到 数 域 上 推广 的 Dedekind ¢ 以 及 作为 
Dirichlet 三 函数 到 数 域 上 推广 的 Hecke L 函数 . 而 且 , 将 证 明 与 Dedekind ¢ 函数 相 
关联 的 数 域 的 理想 类 群 ,单位 群 的 “ 数 域 的 类 数 公式 ", 从 而 由 此 推导 出 在 84.3 中 所 
叙述 的 “ 虚 二 次 域 的 类 数 公式 ”. 

数 域 K 的 Dedekind ( 是 


cx(s) = wo = DONG). 
了 a 


在 这 里 的 p 遍历 Ok 的 极 大 理想 ( 非 零 的 素 理想 ), a 遍历 Ok 的 非 零 理想 , N(a) = 
#(Ok/a)， Cx(s) 在 Re(s) > 1 时 绝对 收敛 ,这 可 从 Cx(s) 的 [本 形式 的 定义 , 由 


4(s) = [[ 0p )-! 在 Re(s) > 1 时 绝对 收敛 得 知 . 在 每 个 素数 p 上 的 p 的 个 数 
:素数 
一 定 不 大 于 [5 : KJ], 故 成 立 N(p) > p. 定义 数 域 的 完备 Dedekind ( 为 
Cx(s) = |Dr Tr(s)" Te(s)™Cxk(s). 


其 中 的 Dk = D(K/Q) 为 判别 式 , TR(s) = x- 红 (), Tc(s) = 2(2r)-sT(s), mi 为 天 
的 实 素 点 的 个 数 , ra 为 复 素 点 的 个 数 . 
另外 , 用 87.4 的 记号 便 有 


Ck(s) = (Be (s). 
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因此 , 6o(s) = C 吧 w(s) 一 (9)， 
Go(s) = TR(s)¢(s). 


又 例如 , 在 虚 二 次 域 Q(V-1) 的 情形 , 对 于 每 个 素数 p 之 上 素 理想 p 相应 的 1 一 
NN(p)。 做 成 的 乘积 在 p = 2, p = 1 mod 4, p = 3 mod 4 的 情形 分 别 为 (1 -- 
2-s), (1 一 p-)?, 1 一 p-”( 参 看 表 6.3), 因而 有 


on)=01-27) + I G2)? I -pt. 


p=1( mod 4) p=3( mod 4) 
于 是 , 有 分 解 
Ce) = co)ze)， 
zol=Iexc0= I (1- (Dp) 
PD: 奇 案 数 
进一步 将 其 展开 , 有 


ov=D(s) = > N(a) = 2 rT(n)n™® 


(a 遍历 Z[V--]] 的 非 零 理想 ), a = (z +yV-1) (z,y € Z) 时 , N(a) = 2? 十 咏 , 故 有 


关 
rm = 3 1=3°#{(m,m) eZxZm+m=n). 
N(a)=n 


于 是 , 利用 bo(y=)(s) = 4(s)L(s) 的 分 解 , 则 有 
r= > xd)= DDT. 
a 


am 
ad 为 厅 数 


(另外 , 这 个 r(n) 的 表示 最 初 是 Fermat 发 现 的 , 是 对 n 为 素数 的 情形 下 “ 素数 是 否 
可 写 为 m? + m3 的 形式 ” 可 以 用 “素数 mod 4 来 判定 的 Fermat 结果 的 推广 .) 在 
这 种 情形 下 , 完备 的 ¢ 也 可 分 解 为 完备 的 积 


QuvpG) = 2°Tc(s)Co(v=)(s) 
=C(s)L(s). 


Cls) = Tr(s)C(s) 
L(s) = 2*TR(s + 1)L(s), 
其 中 我 们 使 用 了 关系 式 Tc(s) = TR(s)PR(s + 1) (这 是 工 函数 的 “二 倍 角 公 式 ”). 
对 于 一 般 的 二 次 域 , 应 用 定理 5.15 (二 次 域 中 的 素数 分 解法 则 ) 与 上 面 一 样 可 以 
得 到 以 下 的 命题 
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命题 7.8 设 K 为 二 次 域 , K = Q(V 而 ), 其 中 m 为 不 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 

的 整数 , 则 
Cx(s) = C(s)L(s, Xm), Cr(s) = Cs)L(s, xm). 品 

(在 第 八 章 的 定理 8.15 中 , 这 个 命题 将 利用 类 域 论 进行 一 般 性 的 叙述 .) 

在 代数 数论 中 , 数 域 的 理想 类 群 是 最 重要 的 群 , 而 单位 群 是 第 二 重要 的 群 , 这 已 
在 第 四 章 中 令 述 过 了 . 这 些 重要 的 群 按照 以 下 的 定理 7.10(3), (4) 与 Dedekind ¢ 相关 
联 . 在 叙述 此 定理 之 前 , 对 于 数 域 K 定义 一 个 与 K 的 单位 群 OX 有 关 的 量 , 它 是 一 
个 正 实数 , 称 之 为 K 的 导 子 . 例如 K = Q(V3) 的 情形 , O% = { 士 1+ V3)", meZ]}， 
那么 K 的 单位 基准 为 log(1 + V3). 


定义 7.9 设 KK 为数 域 . 5 为 K 的 所 有 无 限 素 点 的 集合 . 令 


(Ha - {eoees IT 2 -中 


ES uES uES 


Pe-o), 


(12) - {es elIz 


vES vES 


并 考虑 (命题 6.83) 


0 
Rs :OX 一 (1 nj : 7 D (log(|z|k, ))ves. 


VES 
Rs(O%) 是 秩 为 #(S) -1 的 自由 Z 模 ， 这 个 过 模 Rs(O%) 的 基底 可 取 用 Z 模 
林 纪 】 的 基底 以 实 系数 的 线性 组 合 表示 , 其 系数 形成 #(5) -1 阶 方 阵 称 其 行列 
VES 
式 的 绝对 值 为 K 的 导 子 ( 它 不 依赖 于 基底 的 选取 方式 ) 
因为 Rs(O%) 的 基底 在 R 上 为 线性 无 关 , 故 K 的 导 子 非 零 .通过 简单 的 考察 
知 导 子 等 于 下 面 (1) 和 (2) 之 一 . 
(D {v1,… ,vr} (7 = #(5) 一 1) 为 从 5 中 去 掉 一 个 素 点 后 的 集合 , e1,… ,sr 为 
Og 的 元 使 得 它们 在 O%/(K 内 的 单位 根 的 群 ) 的 像 为 该 Z 模 的 一 组 基底 ; 此 时 其 为 
和 矩阵 (log(|ei|k,, ))i; 的 行列 式 的 绝对 值 . (因此 当 天 是 实 二 次 域 时 , O% = {en | ne 
对 , 取 其 中 的 。> 1 则 K 的 导 于 等 于 log(e)) 
加 当 ( I x) 的 不 变 测度 为 时, 其 为 比值 


uvES 


(1) /on) (7@9) 
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0 0 0 
在 这 里 (I =) 对 离散 子 生 的 商 (I =) /为 紧 ,于 是 当 把 /在 (1 =) Jr 


vES veS vES 


0 
中 的 像 (86.4 (g)) 仍 记 为 y 时 , 便 定义 了 ((n =) 川 
vES 

定理 7.10 设 KK 为 数 域 , 令 及 的 类 数 为 hh， 导 子 为 RK 内 单位 根 的 个 数 为 
w, K 的 实 素 点 的 个 数 为 ri, 复 素 点 的 个 数 为 72. 

(1) Ck(s) 可 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 , 除 在 s = 1 为 一 阶 极点 外 为 
全 纯 . 
(2) x(s) = Cx(1 一 3). 


Sp _ 2n(2n)2hR 
@ me Dex) = 
(4) lim s—" "tCk(s) Sy 3 口 


定理 7.10(3), (4) 被 称 之 为 数 域 的 类 数 公 式 . 84.3 所 叙述 的 虚 二 次 域 的 类 数 公式 
(定理 4.28) 可 以 从 公式 (3), (4) 得 到 , 我 们 来 说 明 它 . 

设 天 为 二 次 域 , 记 天 = Q(V 而 ), 其 中 m 为 不 被 1 以 外 的 平方 数 除 尽 的 整数 . 根 
据 Cx(s) =C(s)L(s,xm) (命题 7.8) 与 定理 7.10(3),(4), lim(s 一 1)4(s) = 1 4(0) = - 
有 


L(1,xm) = Rb lim sm 2+1CK(s) = i 


wDrl “a—0 w 


因为 如 果 是 实 二 次 域 则 w = 2, 如 果 为 虚 二 次 域 则 R= 1, 故 


(7.3) h=IDrli Xn) = POXm) tm>0) 
(7 h= 区 IDxl3L(, Xm) = LO,xm) lm<0). 


按照 例 6.36 的 计算 知 Dk 当 m 三 1 mod 4 时 为 m, 当 m=2,3 mod 4 时 为 4m, 故 
而 (7.4) 恰好 就 是 定理 4.28. 

实 二 次 域 的 类 数 也 可 以 经 (7.3) 进行 计算 . 例如 K = Q(V3) 时 , L(1,x2) = 
元 log(1+ V53) (83.1(3.6)), RR 二 log(1 十 V3), Dk = 8, 故而 根据 (7.3) 得 到 hh=1. 就 
是 说 Q(V3) 的 类 数 为 1. 

现在 来 证 明定 理 7.10. 解析 延 拓 与 函数 方程 的 证 明 相似 于 〈(s) 的 情形 (定理 
7.1) 的 证 明 方 法 , 类 似 于 第 二 积分 表示 


= [wet wo) = De 


n=1 
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我 们 将 应 用 Cx(s) 在 伊 代 尔 类 群 Ck 上 的 积分 表示 (推论 7.12). 伊 代 尔 类 群 , 像 86.4 
中 所 说 的 那样 , 与 理想 类 群 和 单位 群 有 着 深刻 的 关联 , 所 以 可 以 通过 Ck(s) 在 伊 代 尔 
群 上 的 积分 的 表示 得 到 定理 7.10(3),(4) 中 的 Cx(s) 与 理想 类 群 、 单 位 群 之 间 的 关系 . 
对 于 K 的 素 点 v, 我 们 定义 连续 映射 p, : K, 一 C 如 下 . 
1 如 果 ze Ou; 0, 如 果 z gO。 (v 为 有 限 素 点 ) 
Yu(z) = 1exp( 一 rz2) (o 为 实 素 点 ) 
exp( 一 2rz 二 ) (v 为 复 素 点 ). 
定义 连续 映射 p: Ak 一 C 为 
olz)=TIwu(c) (z= (0), € Ar). 
我 们 取 乘法 群 Kx 的 不 变 测度 ,如 下 . 如 果 v 为 有 限 素 点 则 取 其 使 得 j,(Ox) 
= 1 如 果 v 为 无 限 素 点 , 则 对 满足 0 < a < 的 实数 a,b 取 其 使 得 
Wl{z € KY | a < lzlk, < 0}) = 2(log(b) — log(a)). 
(如 果 " 为 实 素 点 , 这 就 是 ju({z € Rx|a < z <b}) = log(b) 一 log(a), 因此 对 于 这 个 
测度 函数 , /的 积分 为 状 fF) 考虑 A% 上 的 乘积 测度 p= (86.4(g)). 仍 


记 44 在 Ck = A 闪 /Kx 中 的 像 (86.4(g) 为 1. 记 对 于 测度 ju 或 函数 /的 积分 为 
省 f(z)dxz (以 区 别 于 关于 加 法 群 Ku Ar 的 不 变 测度 的 积分 f(z)dz). 


命题 7.11 (Matchett, 1946 年 ) 
(1) 取 v 为 KK 的 素 点 时 ,对 于 Re(s)>0 有 


Ey (1 一 NN(w)-s)-!1 (w 为 有 限 素 点 ) 
| weldnz= 
Ke Tk,(s) (v 为 无 限 素 点 ). 


(2) 在 Re(s) > 1 上 ， 
站 (四 只 各 dx 
Cx(s) = |Dx| he vz)lzl ad”z. 


[证 明 ] (2) 可 由 (1) 得 到 . 我 们 来 证 明 (1). 设 v 为 有 限 素 点 . 对 于 每 个 m eZ 
令 Cm = {zr € KY | vk,(z) =m} (vk, 为 K, 的 离散 赋值 ), Cw 为 紧 生 jy(C%,) = 1. 
另外 , 对 于 ze Cm, 当 m > 0 时 pu(z) = 而 当 m <0 时 yo(z) = 0. Se 
lzlgx, = NN(v)-™, 因此 


/ ,wuld = DO NGO) -me = (1 NO)-o) -1. 
Kv m=0 


87.5 Dedekind 5 与 Hecke 工 … 219 . 


。 为 实 素 点 时 ， 
/woh s =2 {ep(-re ne 
Ry 
=/ ep (EY) ere) 


v 为 复 素 点 的 情形 与 实 素 点 的 情形 一 样 地 证 明 . n 
对 于 ye Ck, 令 
0(W) = > op(go) =1+ >, (go). 


aEK a€EKx 
在 这 里 记 y 在 A% 中 的 一 个 代表 元 为 六 (9(y) 不 依赖 于 代表 元 g 的 选取 .) 根据 命 
题 7.11, 我 们 有 
推论 7.12 当 Re(s)>1 时 有 


Sxl) = [CW -DIDklslaxy o 
Cx 
在 Riemann ¢ 的 情形 , 在 积分 表示 G(s) = /Vs)s4-1dz, Vz) = 了 em 
n=1 


中 应 用 Jacobi 等 式 2 G3) +1=z3(2w(z) +1) 便 得 到 了 解析 延 拓 和 函数 方程 . 对 
于 6(s), 相当 于 Jacobi 等 式 的 是 对 下 面 的 命题 7.13(1) 的 应 用 

命题 7.13 设 5= (boj。 为 Ak 中 的 元 , 使 得 对 于 无 限 素 点 有 5。 = 1, 并 且 
当 vw 为 有 限 素 点 , 且 vv 之 下 的 素数 为 p 时 , 共 示 差 积 DD(O。/Zp) (86.3(b)) 等 于 56,0,. 
拖 是 ， 

(1) go = |Dxl3 lyle(y). 

(2) |6| = IDxl™. 口 

(1) 的 证 明 是 关于 阿 代 尔 环 Ak 及 其 离散 子 群 K 的 “Poisson 和 公式 ”的 应 用 
对 此 , 将 在 《数论 开 》 的 811.2 中 讨论 . (2) 则 由 

lim:= II #(0,/D(O,/Z»))=#(Ok/D(Ok/Z)) =|Dx| 
:有 限 察 点 

(最 后 的 这 个 等 式 由 命题 6.35(2) 得 到 ) 得 知 . 

应 用 命题 7.13 便 可 完成 定理 7.10 的 证 明 ( 岩 泽 -Tate 方法 ). 

[定理 7.10 的 证 明 ] 与 Riemann ¢ 情形 的 证 明 一 样 , 将 推论 7.12 的 积分 分 成 两 
部 分 : 


Gx() = f (06) = Dlpulslyrary + /em — Dpxls lolary, 
I={yeCxllDrlilyl < 1)}, 7= {ye CxllDrlslyl >1}. 
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后 面 的 这 个 积分 /; 对 于 所 有 的 s e C 是 绝对 收敛 , 且 是 s 的 全 纯 函 数 . 这 是 
因为 , 对 于 每 个 e > 1 这 个 积分 在 Re (s) > c 时 一 致 绝对 收敛 : 当 y e J 时, 如 果 
s,s' EC, Re(s) < Re(s'), 则 有 


(0(w) - DID 的 绝对 值 < (0(y) -DIDxk| 半 yl* 的 绝对 值 . 
至 于 前 面 的 那个 积分 , 由 了 二 {5y-! | ye 几 , 利用 命题 7 13 可 以 改写 为 以 下 的 形式 ， 
/w= Doxltlorary = fy) — Dprls lov lary 
I J 
= 人 (PKllgle(g) - DIDx lloy-taxy 
= /emw-Dlpx 呈 bp-ey 


+ [Dal ye Del sh)ary, 


为 Ck 为 紧 , 对 于 满足 0 < a < 5 的 实数 a,b， {Zz € Ckla < |z| < 0} 为 紧 , 故 
存在 正 实数 使 得 对 所 有 满足 0 < a < 的 实数 wb 成 立 p({z e Ckla < |z| <)) = 
cllog(b) 一 log(a)). 那么 ， 


1 1_， 有 ne dt c 
fpxt¥ ye Ipxl-sly Vary=ef iy) 
1 t 三 一 第 0 当 


因此 , 令 f(s) = 记 (g() -DIDKlslylsdxy, 则 有 


S 


(7.5) Gx(s) = f(s) + f(1—s)— 


按 前 所 述 , f(s) 在 整个 复 平面 上 全 纯 . 于 是 由 (7.5) 得 到 了 定理 7.10(1),(2). 
下 面 证 明定 理 7.10(3),(4). 根据 (7.5) 有 


lim(s — Déx(s) =6, 是 scx(9)=- 


由 此 以 及 TR(1) = 所 Tc(1) = 41， lm sTa(s) = lim sTc(s) = 2, 那么 为 了 证 明 
定理 7.10(3),(4), 如 果 能 证 明 c = Ct 就 是 够 了 . 令 U= Ker(Ck 一 
Cl(K)). 我 位 有 jp({z EUlaglzlgd}= F(log() — log(a)). 另外 又 因为 UV = 


(n Rx Ho) /OX%, 故 
vES V&S 


uz eV la< kal < = 于 0ogO 一 logo)， 


i 
因此 c= 2 nh ' 


87.5 Dedekind 5 与 Hecke 工 “al 


在 上 面 证 明 Cic(s) 的 解析 延 拓 和 函数 方程 中 , 尽管 使 用 了 Ck 为 紧 这 个 事实 , 但 
仔细 注意 一 下 , 实际 上 CX 的 紧 性 反 过 来 在 上 面 的 证 明 中 能 够 自然 地 得 到 . 之 所 以 
如 此 是 因为 , Ck 的 全 测度 。 为 有 限 ,那么 不 使 用 Cj 的 紧 性 也 可 自然 地 推导 出 上 面 
的 讨论 (Re(s) > 1 时 , 仍 可 由 上 面 的 讨论 中 得 到 。 (一 :) < J < co). 因为 全 
测度 为 有 限 的 局 部 紧 的 Abel 群 为 紧 (86.4(8) 的 [准备 ]]), 那么 这 便 是 第 六 章 所 证 明 
的 CX 紧 性 的 另 一 个 证 明 ， 就 像 我 们 在 第 六 章 中 所 看 到 的 那样 , 从 CX 的 紧 性 能 够 
推导 出 理想 类 群 的 有 限 性 定理 以 及 Dirichlet 单位 定理 , 因而 关于 < 函数 的 以 上 的 讨 
论 给 出 了 这 些 定理 的 另外 的 证 明 ， 

对 于 有 限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 K, 类 似 于 数 域 的 Dedekind 的 形式 可 定义 
KK 的 函数 Cx(s) 为 


cx(s) = II0 — No 


其 中 wv 遍历 K 的 全 部 素 点 . 因为 这 是 经 过 全 部 素 点 的 乘积 , 就 数 域 的 情形 而 言 , 这 
是 作为 对 于 有 限 素 点 v 的 (1 - N(v)-)-!, 对 于 所 有 实 素 点 的 Tr(s), 对 于 所 有 复 素 
点 的 Tc(s) 的 乘积 ( 即 数 域 K 的 |DK|-&Cx(s)). 

例如 , 如 果 到 = Fn(T), 由 87.4 的 结果 有 


Gx(s) = (一 2 人 四 (s) = (一 DG 一 2 


其 中 (1 一 p-)-! 是 由 下,[T-1] 的 素 理想 (7-1) 所 贡献 的 , 它 相 当 于 在 有 理 数 域 情形 
的 TR(s). 

像 对 于 数 域 的 定理 7.10 的 证 明 那 样 同样 地 进行 , 可 以 证 明 Cx(s) 能 作为 亚 纯 函 
数 解析 延 拓 到 整个 复 平面 . 进一步 说 , 作为 像 上 面 那样 F,(T) 的 ¢ 函数 的 推广 , 成 立 
如 下 一 些 明 显 的 事实 . 

(1) Cx(s) 为 qa-， 的 具有 有 理 系 数 的 有 理 函数 . 进而 ,(1 - 9-*)(1 一 g!-*)GK(s) 为 
9-* 的 整 系数 多 项 式 , Ck (s) 的 全 部 极点 与 (1 一 gq-)(1 一 gi) 的 全 部 零点 一 致 . 

(2) 设 K 的 亏 格 ( 见 后 面 的 说 明 ) 为 9, 令 


Ck(s) = qe dscxk(s), 
则 
Cx(s) = Cx(1—s). 


“ 亏 格 ” 在 单 变 量 代数 函数 论 中 是 个 重要 的 概念 . 关于 亏 格 的 详细 内 容 请 看 这 方 
面 有 关 的 书籍 . 我 们 仅 叙 述 关 于 K 的 亏 格 的 定义 . 标准 映射 K 一 四 K。/0。(v 遍 


历 K 的 素 点 ) 的 余 核 (由 Ak/K 的 紧 性 , 其 为 紧 且 离散 从 而 有 限 ) 作为 Fas 上 的 线 
性 空间 , 其 维 数 即 为 K 的 亏 格 . 
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这 里 (1) 和 (2) 的 证 明 可 以 使 用 定理 5.10 同样 的 证 明 方 法 . 对 于 有 限 域 上 的 单 
变量 代数 函数 域 的 《 函数 请 见 兰 波 讲座 “现代 数学 进展 ”的 《 Weil 猜想 与 Etale 上 
同调 》. 

下 面倒 述 关于 作为 Dirichlet 特征 推广 的 Hecke 特征 , 以 及 作为 Dirichlet L 函数 
推广 的 Hecke 工 函数 . 

设 K 为 整体 域 , 称 伊 代 尔 类 群 Ck 的 特征 为 Hecke 特征 (Hecke character), 当 
X 为 K 的 Hecke 特征 时 , 定义 Hecke 工 函数 (Hecke 工 function) L(s, X) 为 遍历 天 
的 有 限 素 点 的 积 


Ze = I GxwN)). 


了 ;有限 素 点 
这 里 的 x(v) 像 下 面 这 样 取 值 : 当 复合 映射 Kx 一 Cr 兰 CX 满足 x(OX) = {1} 
时 , 则 对 于 K。 的 素 元 的 X(ro) 与 素 元 rw 的 选取 无 关 ; 这 时 定义 x(v) 为 x(ro), 如 
果 上 面 的 复合 映射 不 满足 x(OX) = {1}, 则 定义 x(v) = 0. 
对 于 Dirichlet 特征 x : (Z/NZ)x 一 CX, 由 于 可 将 (Z/NZ)x 与 Q 的 伊 代 尔 类 
群 Co 的 商 群 C!(Q, NZ) 视 为 相同 (86.4 例 6.115), 从 而 它 导出 了 Q 的 Hecke 特征 
Co 一 CY. 于 是 , 如 果 x 为 本 原 特征 (85.2(e)), 则 Dirichlet 工 函数 L(s,x) 与 x 所 诱 
导 的 Q 的 Hecke 特征 的 Hecke 二 函数 相同 . 
我 们 按 如 下 这 样 定义 Hecke 特征 x 的 完备 工 函数 Z(s, x)， 首 先 , 对 于 KK 的 
各 个 有 限 素 点 v 定义 自然 数 户 , 当 x(Ox) = {1} 时 f= 1, 当 x(O¥) # {1} 时 ， 
取 0。 的 极 大 理想 为 p,, 并 取 使 得 x(1 + p?) = {1} 成 立 的 最 小 整数 n > 1, 则 定义 
玉 二 NN(v)” = #(Ou/pz). 下 面 , 当 KK 为 数 域 时 , 对 于 K 的 无 限 素 点 v 我 们 这 样 来 
确定 函数 Tu(s, x). 当 v 为 实 素 点 时 , 复合 映射 
R*= KX— Ck 为 Cr 


将 > >0 映 到 re, 将 -1 映 到 (-1), 这 样 的 纯 虚 数 c 及 e e {0,1} 分 别 存在 且 唯 一 . 
定义 T,(s,x) =TR(s+c+e). 当 vw 为 复 素 点 时 , 复合 映射 


C*= KX» Ck SC 


将 "> 0 映 到 r*, ze CY 映 到 2", 这 样 的 纯 虚数 。 和 ne Z 分 别 存在 且 唯一 定义 
Tv(s,x) = Fe (s+ 约 岂 ). 于 是 K 为 数 域 时 定义 


Lls,x) =IDrls :TI##: ITI,x) :Les,x). 


在 这 里 v 遍历 K 的 有 限 素 点 , w 遍历 K 的 无 限 素 点 . 当 K 为 有 限 域 上 的 单 变量 代 
数 函数 域 时 , 我 们 假定 K 的 常数 域 为 F 以 及 K 的 亏 格 为 g, 则 定义 


Lls,x) = qo. TI #8 :Ls,x). 


在 这 里 v 遍历 K 的 素 点 . 
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定理 7.14 

(1) L(s,X) 可 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 ，Z(s,X) 只 在 Xlaj /kx = 1 
时 才 具 有 极点 , 此 时 L(s,X) 成 为 CKk(s 十 t) (t 为 纯 虚 数 ) 的 形式 . 

(2) Lls,x) = WL(1 — s,X), 其 中 IWOO| =1. 

(3) 对 于 Re(s) = 有 Z(s,X) 0. 中 

将 L(s,x) 表示 为 K 的 伊 代 尔 群 上 的 积分 , 则 可 以 用 证 明定 理 7.10 的 相同 方法 
证 明 这 个 定理 . 


87.6 素数 定理 的 一 般 程 式 


我 们 来 概括 性 地 看 一 看 一 般 的 素数 定理 . 设 P 为 一 可 数 无 限 集 , 设 已 给 定 测量 
P 的 每 个 元 素 大 小 ( 范 ) 的 函数 


N:P—oR>1= {re€Rlz>1}. 


假定 : 


d(P) = inf { eR| > NO)- < "| 
peP 
有 限 , 这 时 称 
¢p(s)= TG- NO)-9) 
PE 已 
为 PP 的 4 (在 Re(s) > d(P) 时 绝对 收敛 ). 
考虑 
Tp(z)=#{pEP|N(p) < 2z} 
的 增 大 的 程度 . 


定理 7.15 假设 下 面 的 (1) 成 立 : 

(D Cp(s) 可 解析 延 拓 为 在 Re (s) > d(P) 上 无 零点 的 亚 纯 函数 , 而 只 在 s = d(P) 
有 一 阶 极点 . 

此 时 成 立 


za(P) 
log(z4(P)) 
对 于 它 的 证 明 请 参照 定理 7.18. 再 者 , 即便 没有 (D 的 条 件 , 由 Dirichlet 级 数 的 
一 般 理论 也 可 知 


rp(z) ~ (z= 00). 0 


log rp(7) 
logz 


d(P) = limsup 
z 一 oo 
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定理 7.16 ( 素 理想 定理 ) 对 于 数 域 及 令 
7K(Z) 二 #{KK 的 素 理想 p | N(p) < z}， 


则 成 立 
TK(z) ~ 了 (z 一 oo). 
[证 明 ] 以 Ok 的 全 部 非 零 素 理想 作为 已 , 对 于 Dedekind ¢ 函数 Ck(s) 应 用 定 
理 7.15 即 可 . 和 


例 7.17 K=Q(V-D) 时 
mo 人 ~ 人 一 oo). 


根据 Q(V=) 的 素 理想 的 分 类 (与 分 解 bo(y-n(s) = ((s)Z(s,x_i) 内 容 相同 ), 我 们 
注意 到 , 对 于 > > 2 有 
TaQo(v=D(z) = 2r4l(z) + mas( VE) 十 1， 


从 而 与 Dirichlet 素数 定理 


人 
41(T) ~ 3logz (z= 0%0) 


联系 起 来 . 口 
那么 , 我 们 来 考察 一 下 Dirichlet 素数 定理 的 推广 . 设 给 出 了 由 P 到 紧 拓扑 群 G 
的 共 罗 类 全 体 Conj (G) 的 映射 p. 此 时 , 对 于 G 的 有 限 维 (连续 ) 西 表示 
p:G 一 Un)cGIn(C)， 


我 们 称 
Sp(s,p) = aetd -oleO)NG)-)- 
peP 


为 其 对 应 的 工 函数 ( 它 也 在 Re(s) > d(P) 中 绝对 收敛 ). 
我 们 想 考 虑 的 是 , 对 于 Uc Conj (G)， 


TP(z,U0)=#{p EP |N(p) < 7, pl(p) EU} 


的 增 大 程度 的 情形 ，Conj (G) 在 作为 G 的 商 空间 的 拓扑 下 为 紧 ， 在 G 上 取 满足 
MG) = 1 的 不 变 测 度 上 其 在 Conj(G) 上 诱导 的 测度 仍 记 为 uy， (就 是 说 , 对 于 
Conj(G) 的 紧 子 集 C, 定义 AMC) 为 y(C 在 G 中 的 逆 像 ).) 另外 , 我 们 记 G 的 所 有 
有 限 维 不 可 约 丁 表示 的 等 价 类 的 集合 为 G*, 1 e G* 为 平凡 表示 . 
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定理 7.18 假设 下 面 的 (1), (IT) 成 立 . 

(D Cp(s) 能 被 解析 延 拓 为 Re(s) > d(P) 上 的 亚 纯 函 数 且 无 零点 ， 且 只 在 s = 
d(P) 上 有 一 阶 极点 . 

(ID) 对 于 pe G* 一 {1}, 6p(s,p) 能 被 解析 延 拓 为 Re (s) > d(P) 上 的 全 纯 函 数 且 
无 零点 . 

此 时 成 立 

(1) 


zdA(P) 
log(zd(7)) 

(2) 如 果 Conj (G) 的 子 集 U 满足 jy(8U) =0 (BU 是 U 的 边界 , 即 , 可 表示 为 U 
的 闭 包 与 U 的 补 集 的 闭 包 的 公共 部 分 ), 则 


TP(z) ~ (z 一 oo). 


7mP(mD)wAD) (2 = 00). O 


zdlP, 
mes) 

(1) 是 在 (2) 中 取 UV = Conj (G) 的 情形 . 定理 的 证 明 请 参照 Serre, Ablian Ladic 
Representations and Elliptic Curves (Benjamin,1968), Chap.I-Appendix. (后 面 将 概 
述 较 此 稍 弱 的 结果 的 证 明 .) 

例 7.19 (Dirichlet 素数 定理 的 精细 形式 ) 对 于 (a， = 了 1 


3 


Na 二 #{ 素 数 p < x | pa mod N} ~ 2 en 


其 证 明 为 , 对 于 已 = {素数 p | (p,N) = ]j, 令 


9 :也 一 (ZN)* =G 
山 山 
pm pmodN 
U={a}cG 
就 可 得 到 . 对 于 p: G 一 CY, Cp(s,p) = Z(s,p) 成 了 Dirichlet 古 . 口 


例 7.20 (Gauss 素数 的 辐 角 分 布 的 一 致 性 ) 对 于 Gauss 素数 的 通常 的 素数 定 
理 是 


r(z,ZIV=) =# 人 素 元 a e ZIV-1] | N(@) sw 0<arg(o) <3}~ 二 


这 里 , N(a) = |a|?. 另外 还 成 立 对 于 辐 角 的 一 致 分 布 性 , 即 , 对 于 0 < 01 < 6 < 了 有 


T(z,Z[V=]j;ibb) =#{ 素 元 ae ZIV-1] | N(@) < z,01 < arg(a) < 02} 


2 
~ ree 
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为 证 明 此 定理 , 我 们 令 
二 { 素 元 a € ZIV-I)|0 < arg(a) < 3}- 
o-0 Dn/ (9 
9(a) = arg(a), 


并 取 K = Q@(V-D), 以 及 0: Ck 一 G 为 连续 的 同 态 使 得 Cp(s,p) = Z(s,po6), 使 用 
以 上 这 些 事实 就 可 以 了 . 在 这 里 的 9 可 以 按 如 下 方式 定义 . 对 于 K 的 素 理想 p, 定 
义 bp : KZ 一 G 为 将 0Y 映 到 {1}, 而 使 p= (a) 的 ae Ok 则 映 到 arg(a) e G. 另 
外 , 当 记 K 的 唯一 的 无 限 素 点 为 co 时 , 9 : K% = Cx 一 G 定义 为 zy 一 arg(z). 
此 时 , A% 一 G : (ouj。 [eu(ou), 并 且 可 以 通过 Kx 的 元 的 素 元 分 解 看 出 , 它 把 
KX 映 到 了 {1}， 故而 诱导 出 所 要 的 9 : CR A¥/K* = G. 口 

下 面 是 一 个 (从 假设 条 件 到 结论 ) 比 定理 7.18 稍 弱 的 结果 . 

定理 7.21 假设 成 立 下 面 的 (I), (IT). 

(I) Cp(s) 在 s= d(P) 具有 一 阶 极点 . 

(RR 要 sd(P) 时 ,Cp() ~ 5 a(D) #0 i 可) 

(IT) 对 于 peG* 一 {1}, Cp(s,p) 在 s=d(P) 为 全 纯 且 非 零 . 

(只 要 s 4d(P) 时 , Cp(s,p) 一 a(p), a(p) 头 0 即 可 .) 
则 成 立 下 面 的 


(1) lim 一 一 一 一 
sld(P) 
lo8 \ =) 
(2) 对 于 UCConj(G), p(8U)=0 有 


> Np) 


了 pp)EU 


sld(P) 1 
(二 


[证 明 ] 在 87.3(e) 中 对 于 Dirichlet 工 函数 所 进行 的 讨论 (在 那里 G 为 有 限 群 
(Z/ANZ)x) 可 以 加 以 推广 来 进行 证 明 . 在 Conj (G) 上 的 所 有 复 值 连续 函数 全 体 构成 
的 空间 C(Conj (G)) 中 , 子 空间 (tr (p) | p e G*)c 为 稠密 , 故 U 的 特征 函数 xw 可 以 
展开 为 x = > clp)tr (p) (用 到 了 j(80) =0). 在 此 ， 


Pp 


= p(D). 


= 人 I ctpjtr oo) = 人 xctaantmy = 
有 
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现在 令 本 
logcp(s,) = DY SEE wlp)-™ 
p m=1 
= Dtro(o(p) N(p)-* + Rs,p) 
p 
从 而 


Rs = EE NG)-™ 


中; 
在 Re(s) > 9 ) 时 绝对 收敛 , 可 是 ， 
Dj elp) log Cp(s,p) = > c(p) (5 tr meovo] 十 > c(p)R(s, p) 
-Dx pp)N(p)- he (Pp)R(s, p) 
本 NO) 一 十 > a 
vpEeU 


因此 , 利用 由 (7), (IT) 所 知道 的 


im — logée(sp) J1 r=1 
“PN 二 (i) 站 
8 


二 < 
得 到 
Ce log Cp(s, p) 
plpEU 二 og Cp(s, p,) 
pp) EE el 
8 \s—aP) Bs—aPs) 
4 R(s,p) 
-. 志 , 光 “人 
s—a(P) 
=c(1) 
= 4(U). 


设 K 为 整体 域 , 5 为 K 的 所 有 有 限 素 点 集合 的 一 个 子 集 . 当 极限 


"(Br) (二 


存在 并 等 于 c 时 , 则 说 8 具有 Kronecker 密度 c。 譬 如, 天 的 全 体 有 限 素 点 具有 
Kronecker 密度 1，( 从 而 Kronecker 密度 c 在 0 < c < 1 的 范围 之 内 .) 8 具有 
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Kronecker 密度 c, 从 感觉 上 可 以 说 成 是 Cx(s) 在 s = 1 具有 一 阶 极点 之 内 的 “c 阶 ” 
部 分 是 由 5 贡献 的 . 


定理 7.22 设 K 为 整体 域 , Ck = A%/Kx 为 伊 代 尔 类 群 ， 万 为 Ck 的 指数 
为 有 限 的 开 子 群 ， 此 时 , 对 于 任意 的 a <e Ck/HH, 在 K 的 有 限 素 点 v 处 使 OX 在 
Ck/HH 中 的 像 为 {1} 并 且 使 K, 的 素 元 在 Ck/HH 的 像 为 a 的 所 有 这 些 素 点 的 集合 ， 
其 Kronecker 密度 为 [Ck : H]-!. 


[证 明 ] 设 G= Ck/H 是 个 有 限 Abel 群 . 因此 , 为 了 应 用 定理 7.21, 只 要 证 明 
对 于 所 有 的 xs G* -- {1} 成 立 L(1,x) 0 就 足够 了 . 其 证 明 只 要 原封 不 动 地 使 用 
在 Dirichlet L 函数 的 情形 所 给 出 的 证 明 (“第 二 种 方法 ”) 即 可 . D 


小 结 


7.1 “以 Riemann 的 方法 给 出 积分 表示 , 得 到 了 它 的 解析 延 拓 和 函数 方程 . 

7.2 全 部 素数 与 的 全 部 零点 以 Fourier 变换 相互 确定 , 素数 的 分 布 与 零点 
的 分 布 等 价 (Riemann 显 式 公式 ). 特别 地 , 素数 定理 由 没有 实 部 为 1 的 零点 这 个 断 
言 得 到 , 由 Riemann 猜想 可 以 了 解 终极 的 素数 分 布 . 

7.3 《 依照 类 数 公式 与 伊 代 尔 类 群 、 单 位 群 相关 联 . 

7.4 《 将 整体 域 与 局 部 域 联系 起 来 . 


习题 


7.1 利用 602) = 了 (1 一 p-”)-! = 瑟 是 无 理 数 证 明 素数 的 无 限 性 


:素数 
7.2 对 于 本 原 实 特征 x 证明 W(X) = 
7.3” 当 z,c > 1 时 , 证 明 下 面 的 等 式 . 


本 
(1) Li(z) = pr 这 | 
(2) Im(p) > 0 时 ， 


log 人 “) Ho 人 ( 和 ) 
ctioo ee NN 
ELi(zp)+Lilzt-o)= L 术 g 二 zsds. 


] zds. 


cioo 


2ri logz /iu ds 3 


oo da 1 1 ftio d |log @ + 2 
区 
g /人 lo rg Re 2 0 


7.4 对 于 数 域 K, 证 明 Cx(s) 在 s = 0 的 零点 的 阶 为 ri 二 72 一 1, 且 其 Taylor 
展 式 的 最 初 项 为 -sr+m-. 


wy 


7.5 利用 
6 = (TE log2) 二 了 (站 (+ 二 
3 1 1 
HD 与 罗 殉 ' 


7.6 证 明 (Euler, 1772 年 ) 
5(3) = 3 log2+ 对 A zlog(sinz)dz. 
7.7 注意 在 s =n = 2,3,4… 时 , Euler 关于 C(s) 的 函数 方程 (87.2(a)) 
5Q- 引 = Tc(s)cos (于 ) co， 
从 而 证 明 它 等 价 于 Riemann 的 函数 方程 (定理 7.1). 


一 -~ 
站 \ (DY 
2 | 


\ bt 
从 了 


"i esr 
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在 这 一 章 里 , 我 们 将 对 第 五 章 中 所 叙述 的 关于 类 域 论 的 大 意 做 详细 的 论述 . 

类 域 论 是 阐述 整体 域 和 局 部 域 的 Abel 扩张 的 理论 . 譬如 在 有 理 数 域 Q 的 Abel 
扩 域 Q(V=IT) 中 , 除 以 4 余 1 的 素数 可 分 解 为 两 个 素 理想 的 积 , 而 除 以 4 余 3 的 素 
数 仍 是 素 元 ; 反 过 来 , 具有 这 个 性 质 的 Q 的 Abel 扩 域 只 有 Q(V=T). 不 限于 Q, 对 
于 整体 域 K, 在 K 的 Abel 扩 域 的 每 个 素 点 发 生 了 什么 , 反之 , 存在 哪些 具有 给 定 在 
各 素 点 性 态 的 K 的 Abel 扩 域 , 都 是 从 类 域 论 能 够 得 到 了 解 的 . 

像 我 们 将 在 下 面 给 予 说 明 的 那样 , 对 于 局 部 域 K 而 言 , K 的 Abel 扩张 的 情况 
被 乘法 群 Kx 反映 了 出 来 , 而 在 整体 域 的 情形 , K 的 Abel 扩张 的 情况 则 被 第 六 章 引 
进 的 伊 代 尔 类 群 Ck 反映 出 来 . 像 是 在 童话 中 的 魔 镜 所 反映 出 屋外 远 处 的 景色 那样 ， 
局 部 域 或 者 整体 域 有 哪些 Abel 扩 域 , 以 及 它们 的 Abel 扩 域 中 发 生 了 什么 , 这 些 “KK 
的 屋外 景色 ”被 K 的 乘法 群 或 者 伊 代 尔 类 群 这 个 “ K 的 屋内 景色 ”很 好 地 反映 了 
出 来 . 这 些 就 是 类 域 论 的 主要 内 容 . 

伊 代 尔 类 群 是 将 局 部 域 的 乘法 群 捆绑 在 一 起 得 到 的 . 在 类 域 论 中 所 论 及 的 局 部 
域 与 整体 域 的 关系 呈现 出 斑 澜 的 色彩 , 而 关于 整体 域 的 类 域 论 (整体 类 域 论 ) 则 是 以 
将 关于 局 部 域 的 类 域 论 (局 部 类 域 论 ) 捆绑 起 来 的 形式 论述 的 . 

在 88.1 我 们 对 类 域 论 的 主 定理 及 其 意义 进行 了 叙述 , 88.2 阐述 了 类 域 论 与 局 部 
域 和 数 域 上 的 可 除 代数 ( 非 交换 域 ) 理论 以 及 第 二 章 的 二 次 曲线 的 理论 之 间 的 密切 
关系 . 88.3 则 用 88.2 阐述 的 理论 证 明了 类 域 论 的 主 定理 . 
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88.1 类 域 论 的 内 容 


(a)“ 容 易 了 解 的 群 ”与 Galois 群 


先 考 虑 分 圆 域 . 
设 Cw 为 N 次 本 原单 位 根 , 则 存在 自然 同 构 


(8.1) (Z/NZ)™ & Gal (Q(CN)/Q). 


于 是 , 对 于 不 能 除 尽 N 的 素数 p, 这 个 同 构 (8.1) 将 p mod N e (Z/NZ)* 映 到 pp 的 
Frobenius 置换 Frob, € Gal(Q(Cw)/Q) (85.2(c)), 它 是 出 现在 Gal (Q(Cw)/Q) 中 且 在 
Q(Cn) 上 表现 p 的 分 解 情形 的 元 . 


表 8.1 “有 理 数 域 的 Abel 扩张 情形 


容易 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
(Z/nZ)* Gal (Q(CN)/Q) 
pmodN p 的 Frobenius 置换 


而 且 这 个 事实 对 于 不 能 除 尽 N 的 素数 p 是 
(8.2) 了 三 1 mod N 今 p 在 Q(Cv) 中 完全 分 解 . 
例如 , 取 N = 4 的 话 , 它 说 的 则 是 
D=1 mod 4 今 p 在 Q(V-1) 中 完全 分 解 ， 


得 出 了 关于 素数 分 解 漂亮 的 判定 条 件 . 这 是 作为 有 理 数 域 的 Abel 扩 域 的 分 圆 域 中 发 
生 的 现象 . 
类 域 论 所 断言 的 是 , 与 此 相同 的 现象 也 在 数 域 K 的 Abel 扩 域 中 发 生 . 
设 K 为 数 域 . 对 于 Ok 的 非 零 理想 a, 我 们 曾 在 85.3 中 介绍 过 存在 K 的 有 
限 Abel 扩张 K(a), 在 86.4G) 中 也 曾 定义 过 具有 类 似 于 理想 类 群 C1(K) 的 有 限 群 
CL(K,a). 像 在 这 一 章 中 要 进行 说 明 的 那样 , 我 们 将 把 表 8.1 推广 到 表 8.2. 


表 8.2 ” 数 域 的 Abel 扩张 情形 


容易 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
CUK,a) Gal (K(a)/K) 
[p] € CiK,a) | Pp 的 Frobenius 置换 


在 K=Q 中 a= NZ 的 情形 . 这 时 K(a) = Q(Cw) 且 CU(K,a) = (Z/NZ)*( 例 
6.115). 如 果 按照 本 章 所 讲解 的 类 域 论 , 则 同 构 (8.1) 被 推广 到 关于 数 域 的 同 构 


(8.3) CI(K,a) S Gal(K(a)/K). 
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而 且 , 对 于 不 能 除 尽 a 的 K 的 素 理想 p, 这 个 同 构 (8.3) 将 p 的 类 四 es Cl(K,a) 
(86.4(i) 映 到 作为 “出 现在 Gal(K(a)/K) 中 的 p 的 核心 ”的 p 的 Frobenius 置换 
Frobp € Gal (K(a)/K). 

我 们 已 知 Frobenius 置换 有 一 个 重要 性 质 (命题 6.29(1)) 


(8.4) Frobp 为 Gal (K(a)/K) 的 单位 元 今 p 在 (a) 中 完全 分 解 . 


而 另 一 方面 , Cl(K,a) = IT(a)/P(a), 其 中 I(a) 为 与 a 互 素 的 天 的 分 式 理想 群 , P(a) 
(稍微 粗略 地 记 为 ) {(a) : a 全 正 , a = 1 mod a}. 于 是 
(8.5) 
四 ] 为 C1(K,a) 的 单位 元 今 存在 全 正 的 a e Ok 使 得 p= (a), a=1 mod a. 


根据 (8.4) 与 (8.5), 对 于 不 能 除 尽 a 的 K 的 素 理想 p 有 
(8.6) 
存在 全 正 的 ce Ok 使 得 p= (a), a=1 mod a 今 p 在 K(a) 中 完全 分 解 ， 


于 是 得 到 了 关于 素 理想 分 解 的 漂亮 判别 条 件 (参照 $5.3). 它 是 先前 的 关于 有 理 数 域 
情形 的 判别 条 件 (8.2) 的 一 般 化 . 

在 此 猛 一 想 , (ZANZ)x 似乎 是 个 与 Gal (Q(Cw)/Q) 相 异 , 既 与 Galois 理论 也 与 
扩 域 Q(Cw) 根本 没有 关系 的 群 .然而 令 人 难以 想象 地 , 这 个 群 (Z/NZ)* 对 于 素数 
在 Abel 扩 域 Q(Cv) 中 的 分 解 情况 竟 给 出 了 形 如 “根据 同 构 (8.1) 的 p mod N < 
(Z/NZ)X 与 Frobp € Gal(Q(Cvw)/Q) 相对 应 ”的 映射 . 这 样 , 在 (Z/NZ)* 这 面 镜子 
中 , 能 够 反映 出 Q 之 外 面 的 Q(Cw) 中 素数 分 解 的 情况 . 

同样 地 , Cl(K,a) 是 个 与 Gal(K(a)/K) 相 异 , 既 与 Galois 理论 也 与 扩 域 K(a) 
根本 没有 关系 的 群 . 然而 令 人 难以 想象 地 , 这 个 群 C1(K,a) 在 Abel 扩 域 K(a) 中 到 
的 素 理想 的 分 解 情况 竟 映 照 出 了 “根据 同 构 (8.3) 的 Frobp e Gal(Gal(K(a)/K) 与 
四 s CL(K,a) 相对 应 ”的 情形 . 这 样 , 在 CI(K, a) 这 面 镜子 里 , 能 够 反映 出 K 之 外 
的 K(a) 中 素 理想 分 解 的 情形 .这 就 是 类 域 论 的 魔法 ,就 是 本 章 前 言 所 说 的 魔 镜 的 
意思 . 


(b) 最 大 Abel 扩 域 


设 K 为 (交换 ) 域 , 所 谓 K 的 最 大 Abel 扩 域 是 指 在 K 的 代数 闭 包 天 中 , K 
的 所 有 有 限 Abel 扩 域 工 (K Cc Lc 玉 ) 的 并 构成 的 域 : 


Kw»=[\JL 
下 


(LZ 遍历 K 的 所 有 有 限 Abel 扩 域 ). 
根据 附录 $B.5“ 无 限 Galois 理论 ", 有 


{ 开 的 有 限 Abel 扩 域 } 全 {Gal (K%%/KK) 的 开 子 群 }， 
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因此 Gal(K%%/K) 是 一 个 满载 了 有 关 K 的 Abel 扩张 信息 的 群 . 

在 (qd) 小 节 中 将 叙述 的 类 域 论 主 定理 的 精神 是 , 当 K 为 数 域 时 , 这 个 Gal (KebK) 
被 叫做 K 的 伊 代 尔 类 群 Ck 的 镜子 反映 了 出 来 : K 的 Abel 扩 域 具有 何 种 形态 , 在 
每 个 Abel 扩 域 中 发 生 了 什么 等 等 , 在 观察 这 面 镜子 时 均 可 得 到 很 好 的 了 解 . 尽管 
Gal(K%/K) 与 Ck 并 不 同 构 , 却 存在 近乎 同 构 的 连续 同 态 Cx 一 Gal (Ko5/K), 从 
而 Gal(K%/K) 是 Ck 的 近似 物 . 

这 样 , Gal (K*/K), 被 作为 原本 与 Galois 理论 无 关 但 却 更 易于 了 解 的 群 (出 乎 
意料 地 ) 所 近似 的 对 应 域 , 可 列举 如 下 . 

(1) 有 限 域 

(2) 局 部 域 

(3) 整体 域 

在 (1), (2), (3) 各 自 的 情形 中 分 别 有 相 近 于 同 构 的 同 态 : 

如 果 K 为 有 限 域 , 为 pk : 互 一 Gal(K%%/K) 

如 果 K 为 局 部 域 , 为 pk : Kx -Gal(K%/K) 

如 果 K 为 整体 域 , 为 pk : Ck 一 Gal(K%%/K)， 
Gal (Ko%/K) 被 近似 为 按照 下 表 中 的 “易于 了 解 一 面 ”的 群 . 


表 8.3 ”近似 于 Gal (Kb/K) 的 群 


易于 了 解 的 一 面 | Gaiois 的 一 而 
有 限 域 天 加 Gal (K®™/K) 
局 部 域 天 Kx Gal (K%/K) 
整体 域 K Ck Gal (Ko /K) 


表 8.3 的 准确 含义 将 在 后 面 的 (c), (d), .… 小 节 进 行 说 明 . 

在 (a) 小 节 中 谈 及 了 数 域 K 的 特殊 的 Abel 扩 域 K(a), 至 于 说 到 它 与 上 面 近 
似 的 pk : Ck 一 Gal (Ko%/K) 的 关系 , Gal(K(a)/K) 则 可 看 作 是 Gal (Ko%/K) 的 商 
群 ; 另 一 方面 , 像 在 86.4(i) 中 所 说 的 CL(K,a) 为 Cx 的 商 群 那样 , (a) 小 节 中 所 说 的 
Cl(K,a) 宕 Gal(K(a)/K) 正 是 pk : Ck 一 Gal (Ko»/K) 所 带 来 的 商 群 之 间 的 同 构 . 
这 将 在 (g) 小 节 中 讨论 . 


(c) 论 有 限 域 的 Abel 扩张 


在 叙述 类 域 论 主 定理 的 (d) 小 节 前 , 我 们 先 以 与 类 域 论 平行 的 方式 (命题 8.1) 
叙述 类 域 论 的 “小 儿科 版 ", 即 有 限 域 的 Abel 扩张 , 想 将 其 作为 类 域 论 的 前 奏 . 

类 域 论 具有 将 “易于 了 解 的 一 面 ” 与 “Galois 一 面 ” 进行 比较 的 形式 . (e) 小 节 要 
进行 的 是 , 将 汇集 在 8B.4 “有 限 域 ” 的 内 容 换 成 了 对 于 “易于 了 解 的 一 面 * 和 “Galois 
一 面 ” 进行 比较 的 这 种 表达 形式 . 
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表 8.4 有 限 域 的 Abel 扩张 情形 


易于 了 解 的 一 面 Galois 一 面 
ZjnZ Gal (Fan /Fa) 
Zz Gal (Fg* /Fa) 


如 同 $B.4 中 那样 , Fe 的 全 部 有 限 扩 域 是 对 于 每 个 n > 1 做 成 Fe 的 n 次 扩 域 
Fw， 而 Fgn 为 Fg 的 Abel 扩 域 , 从 而 Fa 的 代数 闭 包 F, = 【JFa 与 Fa* 相同 . 


Gal (Fan / 环 ) 同 构 于 易于 了 解 的 群 Z/nZ. Gal (Fa" /Fa) 出 以 易于 了 解 的 群 忆 相 
近 ; 下 面 我 们 来 叙述 关于 被 叫做 群 Z 的 这 面 镜子 中 所 映照 出 的 Fe 的 Abel 扩张 是 如 
何 存在 的 情形 . 


命题 8.1 1-1 对 应 
十 的 有 限 Abel 扩 域 } 名 {2Z 的 指数 有 限 的 子 群 } 


以 下 列 方式 给 出 : 对 于 每 个 见 > 1, Fe 的 扩 域 Fan 对 应 于 了 的 子 群 nZ (参照 图 8.1). 
按照 这 个 对 应 , 扩 域 L ~ 子 群 吾 时, 则 [L : K] = [Z : H]， 在 这 个 对 应 下 ， 当 


LOH,L oH' 时 ,LDL 与 有 HCH' 等 价 . 口 
Fo 4Z 
C 2 
了 2 2Z 
C 上代 2 > 
本 Ee a 了 6Z 
站 [4 > 
Es 32 
Fa i 


图 8.1 ”Fa 的 有 限 扩 域 与 2 的 指数 有 限 的 子 群 的 对 应 


在 这 个 命题 中 , 易于 了 解 的 群 Z 起 着 在 无 限 Calois 理论 中 的 Gal (Fs*/F) 那样 
的 作用 . 这 就 是 说 , 存在 下 面 的 由 Z 到 Gal (Fe*/F) 大 体 近乎 于 同 构 的 同 态 , 这 是 个 
能 够 容易 被 理解 的 形式 . 

定义 og e Gal(F9*/Fa) 为 oa(z) = z? (z e Fa), 并 定义 同 态 


pr 2 Gal (FY /F) 


为 rm of (r € Z). 根据 8B.4, 若 在 Gal (Fa?/Fs) 一 Gal (Fan /Fa) 下 og 的 像 设 为 
oqn € Gal (Fu/Fa), 则 有 ogn(z) = z? (ze Fan), 于 是 Gal(Fan /Fa) 是 由 one 生成 
的 ” 阶 循环 群 . 按照 同 构 
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Z/nZ Gal(Fan /Fy) : rr of 
有 
Gal (Fe*/ Fy) = lim Gal (Fg" /Fg) 兰 limZ/nZ 
(n 遍历 自然 数 , 逆向 极限 limZ/n2 是 关于 当 m 为 ”的 倍数 时 的 标准 映射 Z/mZ 一 
Z/nZ 而 取 的 ), 而 复合 映射 


ZS Gal (Fe/F,) > limZ/nZ 


与 标准 映射 > 一 (r mod m)n 相同. 我 们 是 以 Z 来 近似 limZ/nZ 的 . 那么 , 命题 8.1 
的 1-1 对 应 就 是 . 
{Es 的 有 限 Abel 扩 域 } 名 {Gal (Fg?/F) 的 开 子 群 } 
分 {2Z 的 指数 有 限 的 子 群 }， 
于 是 得 到 了 无 限 Galois 理论 中 的 扩 域 与 子 群 的 对 应 (第 一 行 的 1-1 对 应 ) 与 下 面 一 
行 的 1-1 对 应 U pr1(U0) CZ (0 为 Gal(Fas/F,) 的 开 子 群 ) 的 联系 . 
(qd) 类 域 论 的 主 定理 


我 们 来 叙述 局 部 类 域 论 的 主 定理 (定理 8.2 与 推论 8.3), 以 及 整体 类 域 论 的 主 定 
理 (定理 8.4 与 推论 8.5). 

这 些 定理 给 人 稍微 有 一 点 抽象 的 感觉 , 而 这 些 定理 更 具体 的 意义 以 及 与 (a) 小 
节 所 役 述 的 那些 内 容 的 关系 将 在 (e) 及 以 后 的 小 节 中 阐述 . 

定理 8.2 设 匹 为 局 部 域 (就 是 说 ， 剩余 域 为 有 限 域 的 完备 离散 赋值 域 , 还 有 到， 
以 及 C). 

(1) 存在 唯一 的 满足 下 面 (i), (i) 的 连续 同 态 


PK : K* 一 Gal(K®/K). 
(站 设 工 为 K 的 有 限 Abel 扩 域 , 则 pk 诱导 出 商 群 间 的 同 构 
K*/NL/gL* S Gal(L/K). 


这 里 的 NL/JK 为 范 映射 
人 (与 有 限 域 的 Abel 扩张 理论 的 关系 ) 如 果 K 是 以 有 限 域 F， 为 剩余 域 的 完 
备 离散 赋值 域 , 则 
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K* ®% Gal(K®/K) 
ZS Gal(Fe/F,) 
为 交换 图 表 . 其 中 为 KK 的 离散 赋值 , Gal (K%/K) 一 Gal (Fes/Fa) 为 复合 映射 
Gal(K®/K) 一 Gal(K™/K) Gal(F® /Fa). 


这 里 Ko 是 K 的 最 大 非 分 歧 扩 域 (86.3(c)). Gal(K%%/K) Gal(K*/K) 为 K% 
的 自 同 构 在 子 域 Ku 上 的 限制 (由 例 6.58 知 Kw" C Ko。 成 立 ), 最 后 面 的 那个 同 构 


见 86.3(c). 
(2) U 性 pI(U) 是 从 Gal(Ko%/K) 的 开 子 群 全 体 的 集合 到 Kx 的 具有 限 指数 
的 子 群 全 体 的 集合 的 满 单 射 . 口 


就 像 在 (c) 小 节 末 尾 所 做 的 那样 , 我 们 试 着 将 定理 8.2(2) 的 满 单 射 与 在 “无 限 
Galois 理论 ”中 扩 域 与 子 群 的 对 应 进行 联系 : 


{KK 的 有 限 Abel 扩 域 } 和 {Gal (K%%/K) 的 开 子 群 } 
从 { 玉 * 的 指数 有 限 的 开 子 群 }. 


在 这 个 对 应 下 ， 
工 心 (Gal(K%/K) 一 Gal(L/K) 的 核 ) 


品 (K* 一 Gal(L/K) 的 核 ) = NLjkL* 


(最 后 的 这 个 等 号 是 由 于 定理 8.2(1), (i)). 因此 , 由 定理 8.2 可 推导 出 下 面 与 命题 8.1 
极其 相似 的 推论 . 


推论 8.3 设 天 为 局 部 域 , 1-1 对 应 
{ 开 的 有 限 Abel 扩 域 } 区 { 玉 * 的 指数 有 限 的 开 子 群 } 


给 出 了 由 K 的 有 限 Abel 扩 域 了 到 Kx 的 子 群 NLjkLX 的 对 应 . 在 这 个 对 应 下 有 
工 司 且 时 , 则 [L:K]= [KX : 有], 在 此 对 应 下 当 工 收 有 ,LH' 时 , 则 工 了 DL' 等 
六 于 六 万 夫 ， 品 


定理 8.4 设 天 为 整体 域 . 
(1) 存在 唯一 地 连续 同 态 


pK : Ck — Gal(K®/K), 


使 得 对 于 K 的 所 有 素 点 v 
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KY ss Gal(Ke/K,) 
Ck SS Gal(K®/K) 


为 (局 部 与 整体 的 关系 ) 交换 图 表 . 其 中 , KX 一 Ck 由 自然 嵌入 KX SS A% 导出 ,而 
Gal(Keb/K,) 一 Gal(Kob/K) 为 Kab 的 自 同 构 在 其 子 域 Kob 上 的 限制 . 
(2) 对 于 K 的 有 限 Abel 扩 域 L, pk 诱导 了 商 群 间 的 同 构 


Ck/Ni/K(CL) S Gal(L/K). 


其 中 , Ni/k : CL 一 Ck 是 在 稍 后 所 定义 的 范 映射 . 
(3) U 性 pRe(U) 是 从 Gal (Kos/ 开 ) 的 全 部 开 子 群 的 集合 到 Cr 的 指数 为 有 限 
的 开 子 群 全 体 的 集合 的 满 单 射 . 口 


对 于 整体 域 K 的 有 限 扩 域 5, 范 映射 Nyx : Cr 一 Ck 是 由 范 映射 


Ni/k : A¥ = A : (au)u a A) 
wv 


(wlv 表示 w 在 v 之 上 ) 所 诱导 的 商 群 之 间 的 映射 . 
按照 与 局 部 域 时 同样 的 考虑 , 由 定理 8.4 得 出 下 面 的 推论 . 


推论 8.5 当 K 为 整体 域 时 , 1-1 对 应 


{下 的 有 限 Abel 扩 域 } 4 {Cr 的 指数 有 限 的 开 子 群 } 


由 天 的 有 限 Abel 扩 域 了 对 应 于 Ck 的 子 群 Nk/LCL 所 给 出 . 在 该 对 应 下 ， 当 
也 全 囊 时 , 则 区 :天 ]= [Ck :4]; 在 该 对 应 下 , 工 心 甩 ,L' HH' 时 , 工 DL' 等 价 于 
手相 口 

至 于 伊 代 尔 类 群 的 形状 问题 , 如 果 我 们 暂且 让 Gal (Kab/ 天 ) 不 为 Ck 所 逼近 , 而 
被 汇集 了 这 些 Kx 一 起 形成 的 伊 代 尔 群 A% 所 逼近 的 话 , 那么 , 给 出 KK 的 Abel 扩 
域 这 件 事 与 在 每 个 素 点 v 随便 给 出 K。 的 Abel 扩 域 这 件 事 几 乎 成 了 同样 的 了 ( 
为 这 些 v 之 间 已 经 没有 关系 了 ). 逼近 Gal (K%/K) 的 伊 代 尔 类 群 的 形状 为 


Ck = AX/K* 
= (局 部 对 象 的 汇集 )/( 整 体 域 的 对 象 )， 


它 将 这 些 素 点 间 的 联系 协调 地 表现 出 来 . 
定理 8.2, 8.4 的 证 明 将 在 88.3 中 给 出 . 在 $8.1 的 后 面 , 我 们 先 承 认 这 些 定理 , 从 
而 一 方面 推导 出 想 要 的 结论 , 一 方面 则 想 着 类 域 论 的 意义 . 
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(e) 类 域 论 的 论述 一 一 局 部 域 的 情形 


在 此 (e) 小 节 中 , 就 局 部 类 域 论 而 言 , 我 们 要 做 下 面 的 (一 ), (二 ), (三 ). 

(一 ) 在 局 部 域 之 中 , R 和 C 的 局 部 类 域 论 是 非常 简单 的 , 我 们 要 陈述 对 于 R, C 
的 定理 8.2 的 简单 证 明 . 

(二 ) R, C 之 外 的 局 部 域 , 即 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 . 对 此 , 我 们 
将 叙述 非常 简单 的 , 局 部 类 域 论 中 有 关 非 分 歧 扩张 的 部 分 . 

(三 ) 按照 局 部 类 域 论 可 以 了 解 局 部 域 的 Abel 扩 域 是 如 何 存在 的 , 作为 这 方面 
的 例子 , 我 们 从 局 部 类 域 论 推导 出 Qs 的 全 部 三 次 扩 域 是 四 个 , 等 等 . 

(一 ) R 的 情形 . 我 们 有 R* = C, 及 的 有 限 Abel 扩 域 只 有 RR 与 C 两 个 . 而 Rx 
的 指数 有 限 的 开 子 群 只 有 Rx 本 身 和 RX。 = {z e Rx | z > 0} 两 个 . 而 且 ， 

Nr/R(R”) = R*, 
Ne/aC* = {2z2|z€EC*}= {lz | ze C*} = RXo. 

此 , 如 果 定 义 pr : Rx 一 Gal (R%/R) = Gal(C/R) 为 正 的 元 1, 负 的 元 ” 复 共 
思 , 则 它 是 满足 定理 8.2(1) 的 条 件 (i) 的 唯一 同 态 , 而 且 显然 定理 8.2(2) 成 立 . 

C 的 情形 . 有 C% = C, C 的 有 些 Abel 扩 域 只 有 C, 而 Cx 的 指数 有 限 的 开 子 
群 也 仅 有 Cx 本 身 . 定义 pc : Cx 一 Gal(Cee/C) = {1} 为 平凡 映射 . 它 是 满足 定理 
8.2 (1) 的 条 件 (i) 的 唯一 同 态 , 而 且 定理 8.2(2) 显然 成 立 . 

(二 ) 设 K 是 以 有 限 域 Fw 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 , 由 定理 8.2 可 得 如 下 结 
果 . 这 里 的 Ok 表示 KK 的 赋值 环 . 

{ 的 有 限 非 分 歧 Abel 扩 域 } “> {Kx 的 指数 有 限 且 包 含 OX% 的 开 子 群 } 

1:1 | (W650) 1 下 (四 为 Kxyog <) 
{Fa 的 有 限 Abel 扩 域 } 各 人 2 的 指数 有 限 的 子 群 } 


(如 前 面 所 谈 到 的 , K 的 非 分 歧 扩张 均 是 Abel 扩张 , F。 的 有 限 扩张 也 全 是 Abel 扩 
张 , 故而 在 上 面 的 图 表 中 的 “Abel” 一 词 本 当 去 掉 .) 

(三 ) 首先 , 对 于 特征 为 0 的 局 部 域 K, 由 习题 6.5 知 ,Kx 的 指数 有 限 的 子 群 

全 为 开 子 群 , 因此 在 此 情形 下 , 在 定理 8.2, 推论 8.3 中 将 “指数 有 限 的 开 子 群 ” 换 做 
“指数 有 限 的 子 群 ”也 没有 关系 . 
当 p 是 不 为 2 的 素数 时 , 我 们 来 证 明 Qw 的 了 次 Abel 扩 域 共有 p+1 个 . 根据 推 
论 8.3 以 及 上 面 的 注意 知 , Qw 的 p 次 Abel 扩 域 的 个 数 等 于 Qx 的 指数 为 p 的 子 群 的 
个 数 . 因为 这 样 的 子 群 包含 了 (QX)?, 所 要 求 的 个 数 与 QX/(QX)? 的 指数 为 p 的 子 群 
的 个 数 相等 . 由 第 二 章 知 , Qx 涯 2xZzxZ/p-1)Z, 故 Qx/(Qx)z ZJpZxZ/pZ. 该 
群 的 指数 为 p 的 子 群 就 是 阶 数 为 p 的 子 群 . 它们 均 由 Z/pZxZ/pZ 的 元 (a,5) 关 (0,0) 
生成 , 由 于 若 取 (a,5) 为 一 个 生成 元 , 则 p 一 1 个 元 (co, ob) (ee (Z/pZ)x) 也 生成 同 
一 子 群 , 故 阶 数 为 p 的 子 群 的 个 数 为 如 = = p 十 1. 
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问题 1 设 p 为 不 等 于 2 的 素数 .请 由 局 部 类 域 论 像 上 面 那样 推导 出 Q， 的 二 次 扩 域 有 
a 


(f) 类 域 论 的 论述 一 一 整体 域 的 情形 


在 此 (f) 小 节 中 , 就 整体 类 域 论 而 言 , 我 们 要 做 下 面 的 (一 ), (二 ), (三 ). 

(一 ) 在 整体 域 K 的 有 限 Abel 扩 域 中 , 我 们 根据 类 域 论 考虑 K 的 素 点 的 分 解 
以 及 Galois 群 中 的 Frobenius 置换 在 “易于 了 解 一 面 ”的 镜子 中 所 映照 出 的 是 什么 
样子 ( 表 8.5, 命题 8.6). 

(二 ) 作为 (一 ) 的 应 用 , 推导 出 在 整体 域 的 有 限 Galois 扩 域 的 Galois 群 中 , Frobe- 
nius 置换 的 分 布 定 理 (定理 8.7). 

(三 ) 作为 (二 ) 的 应 用 , 证 明 整 体 域 的 有 限 Galois 扩 域 由 该 域 中 可 完全 分 解 的 
素 点 的 集合 所 决定 (定理 8.8). 


表 8.5 。 镜 中 照 出 的 Frobenius 置换 
易于 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
K, 的 素 元 u 的 Frobenius 置换 


(一 ) 下 面 的 命题 8.6 可 由 类 域 论 的 主 定理 推出 . 


命题 8.6 设 天 为 整体 域 ,大 为 天 的 有 限 Abel 扩 域 , 而 万 ,按照 类 域 论 ,为 工 
所 对 应 的 Ck 的 指数 有 限 的 子 群 . 取 vv 为 KK 的 素 点 , 考虑 复合 映射 


0: KX 一 Cu — Ok/H. 


(1)v 在 工 中 完全 分 解 等 价 于 9(KX) = {1}. 

(2) 如 果 v 为 有 限 素 点 , 则 在 工 上 非 分 歧 等 价 于 9(OX) = {1}. 

(3) 设 v 为 有 限 素 点 且 在 工 中 非 分 歧 . 又 设 i 为 K, 的 素 元 . 那么 , 按照 类 域 论 
的 同 构 CK/ 吾 涯 Gal (Z/ 开 ), bg(ro) e Ck/HH 映 到 Frobenius 置换 Frob, e Gal(L/K). 

[证 明 ] 证 明 (1). 设 w 为 v 之 上 在 工 本 Gal(Lw/K,) 与 w 的 分 解 群 
可 看 作 相 等 ( 引 理 6.72). 根据 定理 8.4(1)， 


Kz 一 Gal(Lw/K,) =v 的 分 解 群 


中 n 


Ck/H 兰 Gal(L/K) 


可 交换 . 其 中 , KX 一 Gal (Lw/K,) 为 pk。 所 诱导 , 故而 由 定理 8.2(1)(i) 知 其 为 满 射 . 
于 是 由 此 图 得 到 : 0(KX) = {1} 伟 Gal(Lw/K) = {1} 今 v 在 工 中 完全 分 解 . 
(2), (3) 由 上 面 的 图 表 及 定理 8.2(1)(ii) 得 到 . 时 
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(二 ) 我 们 证 明 的 下 面 的 定理 8.7, 8.8, 尽管 专门 处 理 的 是 Abel 扩 域 的 类 域 论 , 但 
对 于 不 一 定 是 Abel 扩张 的 Galois 扩 域 也 具有 应 用 . 


定理 8.7 设 工 为 整体 域 的 有 限 Galois 扩张 , 取 c 为 Gal(L/K) 的 一 个 共 示 类 ， 
则 存在 无 穷 多 个 在 L 上 非 分 歧 的 K 的 有 限 素 点 ~ 使 得 Frob, = c. 


[证 明 ] 设 o 为 属于 c 的 Gal(L/K) 中 的 元 , 并 设 o 生成 的 Gal(L/K) 的 循环 
子 群 按照 Galois 理论 所 对 应 的 工 的 子 域 为 L'. 于 是 , 工 为 L' 的 循环 扩张 , Gal (L/L') 
由 生成 . 根据 类 域 论 , 设 对 应 于 工 的 Cr' 的 指数 有 限 的 开 子 群 为 也. 由 命题 8.6(3)， 
对 于 在 工 中 非 分 歧 的 L' 的 有 限 素 点 w, 类 域 论 的 同 构 Cr,/H Gal (L/L) 把 区 
的 素 元 在 CL,/H 中 的 像 映 到 Forbw e Gal (Z/ 盖 ). 

根据 这 个 事实 以 及 关于 “在 CK/ 互 中 素 点 分 布 ”的 定理 7.22 知 , 忆 的 满足 下 面 
条 件 (i) 的 有 限 素 点 w 的 全 体 具有 Kronecker 密度 [L : L1-1. 

人 w 在 工 中 非 分 歧 , 上 且 Frobw = o. 
另 一 方面 , 根据 后 面 88.3 要 证 明 的 定理 8.41(1) 知 , 满足 以 下 条 件 (i) 的 L' 的 有 限 
素 点 w 的 全 体 具有 Kronecker 密度 1. 

(ii) w 在 天 上 非 分 歧 , 若 w 之 下 的 KK 的 素 点 为 w 则 剩余 次 数 f(w/v) 等 于 1. 
因此 , 工 的 同时 满足 (i), (ii) 的 有 限 素 点 w 存在 无 限 多 个 . 对 于 这 样 的 w, 若 令 它 之 
下 在 K 中 的 素 点 为 w 则 Frob = c. 上 


(三 ) 对 于 整体 域 的 有 限 扩 域 L, 令 
5S(L/K) = {K 的 素 点 v | wv 在 工 中 完全 分 解 }. 


定理 8.8 设 K 为 整体 域 , L1，L2 为 及 的 有 限 Galois 扩 域 . 于 是 , 以 下 的 
(Qi) 一 (iii) 等 价 . 
(1) Li L2. 
(i) S(L1/K) c S(L2/K). 
( 道 ) 对 于 几乎 所 有 的 ve S(L1/K) 有 we Ss(L2/K). 口 
推论 8.9 设 KK, Li, L2 如上. 于 是 ， 
Li=L2% S(L1/K)= S(L2/K). 口 


再 者 , 对 于 整体 域 K 的 不 一 定 Galois 的 有 限 可 分 扩 域 L, 成 立 下 面 的 断言 : 设 
LL 为 包含 工 的 K 的 有 限 Galois 扩 域 中 最 小 者 , 就 是 说 , 如 果 取 a 使 工 = 天 (oa), 则 
L' 为 在 K 中 添加 a 的 所 有 在 K 上 的 共 思 元 得 到 的 域 (参照 8B.2). 这 时 有 


S(L/K)= S(L'/K). 


例如 , S(Q(Y2)/Q) = S(Q(Y2, 63)/Q). 
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那么 , 由 此 可 知 , 当 取 f(T) 为 使 f(a) = 0 的 K 系数 不 可 约 多 项 式 时 , 则 f(T) 
在 K,[T] 中 为 一 次 式 的 乘积 等 价 于 ve S(L/K), 也 等 价 于 ve S(L'/K) (应 用 推论 
6.51, 推论 6.60 便 能 证 明 ). 

这 样 , 定理 8.8 在 去 掉 Galois 假定 后 便 不 再 成 立 . 然而 , 当 L1, Ls 为 整体 域 K 
的 有 限 可 分 扩 域 , 且 Li 为 K 的 Abel 扩 域 , 但 对 于 L 仍 不 假定 为 K 的 Galois 扩 
张 时 , 如 果 除去 最 多 有 限 个 素 点 外 有 5S(L1/K) = S(L2/K), 则 Li = L2. 这 是 因为 ， 
当 我 们 取 区 如 上 面 那样 时 , 由 定理 8.8 及 S(L2/K) = S(L5/K) 知 L1 = 肋 , 由 此 得 
L2 C Zi, 于 是 L2 也 成 为 了 天 的 Abel 扩 域 , 故 根据 定理 8.8 有 Li = Lz 

为 了 证 明定 理 8.8, 首先 来 证 明 下 面 的 引 理 . 


引 理 8.10 设 工 ,LL 为 整体 域 K 的 有 限 Galois 扩 域 , 且 工 DL 又 设 v 为 K 
的 有 限 素 点 , 且 在 工 中 非 分 歧 , 并 取 Frob,。C Gal(L/K) 为 其 Frobenius 共 示 类 . 此 
时 , Frob, 包含 在 Gal(L/K) 的 子 群 Gal(L/L') 之 中 的 论断 与 v 在 L' 中 完全 分 解 的 
论断 等 价 . 


[证 明 ] ”这 是 因为 Frob。c Gal(L/L) 等 价 于 在 商 群 Gal(L/K)/Gal(L/L') = 
Gal(L'/K) 中 wv 的 Frobenius 共 斩 类 为 单位 元 . 


[定理 8.8 的 证 明 ] (全 (区 ，( 这 全 ( 道 ) 显然 . 

证 明 ( 阁 )3 (i)， 取 工 为 包含 了 LI，L2 的 K 的 有 限 Galois 扩 域 . 根据 Ga- 
lois 理论 , 对 于 Gal(L/K) 的 子 群 Gal (L/L1)，Gal(L/L2) 只 要 证 明 Gal(L/L1) C 
Gal(L/L2) 就 行 了 .另外 取 Gal(L/K) 的 共 生 类 c 且 c c Gal(L/L1), 只 要 证 明 
cc Gal(L/L2) 就 可 以 了 . 由 定理 8.7, 使 得 Frob, = c 且 在 工 中 非 分 歧 的 K 的 素 点 
v 存在 无 限 多 个 . 按照 引 理 8.10, 这 样 的 v 属于 S(L1/K). 根据 条 件 (ii), 存在 这 样 
的 v 属 于 S(L2/K). 对 于 这 样 的 v, 再 次 应 用 引 理 8.10 知 , Frob,。 C Gal (L/L2) 成 立 ， 
因此 c c Gal (Z/Z2). n 


(g) 类 域 论 的 论述 一 一 数 域 的 情形 


对 于 整体 域 中 的 数 域 , 我 们 作 如 下 论述 . 

(一 ) 类 域 论 的 主 定理 与 (a) 小 节 中 的 陈述 及 85.3 定理 5.21 之 间 的 关系 . 

(二 ) 对 于 Q 的 Abel 扩 域 , 由 类 域 论 的 主 定理 推导 出 包含 了 Kronecker 定理 的 
定理 5.10. 

(三 ) 关于 绝对 类 域 . 

(四 ) 对 于 在 85.3 中 出 现 的 , Q(Cs) 的 Abel 扩 域 Q(Cs, 3), 以 及 Q(V3) 的 Abel 
扩 域 Q(Cs), Q(Cs, V1 十 V2), Q(Cs, V1+ V2, V2), 证 明 在 85.3 中 已 叙述 过 的 事实 . 

(一 ) 设 天 为 数 域 . 对 于 Ok 的 非 零 理想 a 我 们 定义 域 K(a) 如 下 . 

在 86.4(i) 中 , 我 们 定义 过 A% 的 开 子 群 UV(a), 以 及 定义 有 限 群 Cl(K,a) 为 
Coker(Kx 一 A%/U(a))， 设 DU(a) 为 U(a) 在 Ck 中 的 像 , 于 是 , Ck/U(a) = 
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Cl(K,a), 并 且 UD(a) 为 Ck 的 指数 有 限 的 开 子 群 ， 依 照 类 域 论 , 定义 K(a) 为 对 
应 于 D(a) 的 天 的 有 限 Abel 扩 域 . 根据 类 域 论 , 有 
CI(K,a) = Ck/U(a) = Gal(K(a)/K). 
设 p 为 不 能 除 尽 a 的 K 的 素 理想 , 我 们 来 考虑 在 K(a) 中 p 的 分 解 情况 . 因 
为 Kx 一 CI(K,a) 将 OX 映 到 单位 元 , 故 由 命题 8.6(2) 知 , p 在 KK(a) 中 非 分 歧 . 又 
根据 命题 8.6(3) 知 , 前 面 的 同 构 CI(K,a) 兰 Gal(K(a)/K) 将 四 <s CICK, a) 映 到 
Frobp e Gal (K(a)/K). 因此 , 按 (a) 小 节 所 叙述 的 那样 有 
在 K(a) 中 完全 分 解 
今 四 ECI(Ka) 为 单位 元 
今 存 在 全 正 的 we Ok 使 得 p= (alj,a= 1 mod a 成 立 . 
[定理 5.21 的 证 明 ] 定理 5.21(1) 所 说 的 “唯一 ”, 可 由 推论 8.9 后 面 的 叙述 得 到 . 
其 次 对 于 定理 5.21 的 (2), 即 要 证 明 


Km 二 【JK(a) (a 为 遍历 Ok 的 非 零 理想 ). 


由 命题 6.112, Ck 的 指数 有 限 的 开 子 群 包含 了 对 于 Ok 的 某 个 非 零 理想 a 的 UV(a). 
按照 类 域 论 , 这 个 事实 表明 K 的 任 一 有 限 Abel 扩 域 包含 在 对 于 某 个 a 的 K(a) 
之 由 

定理 5.21(3) 是 显然 的 . 

证 明 关于 分 歧 的 陈述 (4). 对 于 Ok 的 非 堆 素 理想 p, 定义 n(p) > 0 如 下 . 如 果 
p 在 工 中 非 分 歧 则 n(p) = 0, 而 当 p 在 工 中 分 歧 时 , 在 映射 KX 一 Gal(L/K) 下 
使 1 + pnO 的 像 为 {1} 的 最 小 的 n > 1 定义 为 n(p). 那么 , 如 果 令 a = [[p"”， 


则 根据 命题 8.6 知 , 该 a 是 使 得 在 映射 Ck 一 Gal (5/K) 下 Tta) 的 像 为 和 } 的 最 
大 的 a, 因此 是 使 得 LC K(a) 最 大 的 a. 于 是 可 以 清楚 看 出 , 对 于 Ok 的 非 零 素 理 
想 p 有 


p 在 工 中 非 分 歧 污 p 除 尽 a. 中 


(二 ) 证 明定 理 5.10. 如 在 85.3 的 例 5.22 中 说 明 过 的 那样 , 对 于 不 能 除 尽 N 的 
素数 p 有 (定理 5.7) 


p 三 1 mod N 今 p 在 Q(Cn) 中 完全 分 解 . 


由 此 以 及 定理 8.8 知 , 当 K = Q, a = NZ 时 , 成 立 K(a) = Q(Cn). 
因此 , 根据 定理 5.21 知 Q 的 Abel 扩 域 被 包含 在 关于 某 个 N > 1 的 Q(Cv) 之 
中 , 从 而 得 到 了 Kronecker 定理 . 
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定理 5.10 中 剩 下 还 没有 证 明 的 部 分 是 , 当 N 为 自然 数 时 , 如 果 数 域 工 具有 “ 素 
数 p 在 工 中 是 否 完全 分 解 由 p mod N 判定 ” 这样 的 性 质 , 则 LC Q(Cw). 现在 来 证 
明 这 一 部 分 . 根据 在 推论 8.9 之 后 的 那些 叙述 , 只 要 设 工 为 Q@ 的 Galois 扩 域 就 可 以 
了 . 按照 定理 8.7, 存在 在 L(Cw) 中 完全 分 解 而 又 不 能 除 尽 N 的 素数 p1. 由 于 pi 在 
Q(Cn) 中 完全 分 解 , 故 m = 1 mod N. 又 因为 pi 还 在 工 中 完全 分 解 , 由 对 工 性 质 
的 假设 知 , 使 p= 1 mod N 成 立 的 所 有 素数 p 均 在 工 中 完全 分 解 . 因此 , 除去 最 多 
有 限 个 例外 外 有 5S(Q(Cw)/Q) c S(Z/Q). 于 是 根据 定理 8.8 有 , 工 C Q(Cn). [] 

按照 上 面 同样 的 证 明 , 对 于 一 般 的 数 域 我 们 也 能 证 明 下 面 的 事实 . 当 a 为 Ok 
的 非 零 素 理想 时 , 如 果 K 的 有 限 扩 域 L 具有 “对 于 不 能 除 尽 a 的 Ok 的 非 零 素 理 
想 p, p 在 工 中 是 否 完全 分 解 取决 于 p 在 C1(K,a) 中 的 类 ”这 个 性 质 , 则 Lc K(a). 

(三 ) 关于 所 谓 的 绝对 类 域 的 论述 . 

标准 满 射 Ck 一 CL(K) (86.4(e)) 的 核 为 Ck 的 指数 有 限 的 开 子 群 . 它 按 类 域 论 
所 对 应 的 K 的 有 限 Abel 扩 域 KK 称 为 K 的 绝对 类 域 , 或 者 Hilbert 类 域 . Hilbert 在 
19 世纪 末 考 察 了 绝对 类 域 , 它 成 了 类 域 论 发 展 的 一 个 契机 . 

根据 类 域 论 , 有 


CIK) 兰 Gal(K/K), 


K 的 所 有 素 理想 p 在 六 中 为 非 分 歧 , 而 p 在 C1(K) 中 的 类 通过 这 个 同 构 映 到 了 
Frobp e Gal (KR/K), 因此 成 立 


p 为 主 理 想 Sp 在 KK 中 完全 分 解 . 


命题 8.11 在 数 域 K 的 有 限 Abel 扩 域 中 , 那些 使 得 KK 的 所 有 素 理想 在 其 上 
均 为 非 分 歧 的 扩张 中 的 最 大 者 是 KK(Ok). 如 果 K 不 具有 实 素 点 , 则 K(Ok) 等 于 天 
的 绝对 类 域 . 


[证 明 ] 设 工 为 K 的 有 限 Abel 扩 域 , 使 得 在 其 上 所 有 K 的 素 理想 均 为 非 分 
歧 , 并 设 对 应 于 工 的 Ck 的 指数 有 限 的 开 子 群 为 万 .根据 命题 8.6(2), 标准 映射 
A% 一 Ck/HH 将 关于 K 的 所 有 素 点 v 的 U,(Ok) (86.4(i)) 映 到 单位 元 ， 从 而 把 
U(Ok) 映 到 了 单位 元 ， 这 就 是 说 TV(Ok) c 五 ， 因 此 证 明了 K(Ok) 2 L， 由 于 
K(Ok) 中 K 的 所 有 的 素 理想 均 为 非 分 歧 , 故 命题 8.11 的 前 半 部 得 证 . 如 果 K 不 具 
有 实 素 点 , 由 命题 6.114 知 , 标准 满 射 C1(K, Ok) 一 CL(K) 为 同 构 , 因此 K(Ok) = K. 
1 


如 果 我 们 忽略 理想 类 群 与 C1(K, Ok) 的 微小 差别 , 则 得 到 了 表 8.6. 

例如 , K = Q(vV=5) 时 , 像 我 们 在 85.3 已 经 清楚 的 那样 , 在 K(V-1) 中 K 的 所 
有 素 理想 均 非 分 歧 , 因为 这 个 事实 以 及 K 的 类 数 为 2, 还 有 K 不 具有 实 素 点 的 事实 ， 
故 有 天 (V=T) = K(Ok) 为 K 的 绝对 类 域 . 同样 地 可 以 知道 , 当 K = Q(V=6) 时 ， 
K(C3) = K(Ok) 为 K 的 绝对 类 域 . 
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表 8.6 类 域 论 与 非 分 歧 类 域 论 一 数 域 的 情形 


易于 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
伊 代 尔 群 Abel 扩 域 
理想 类 群 非 分 歧 扩 域 


(四 ) 当 天 = Q(G) 时 , 我 们 要 证 明 在 85.3(a) 中 所 叙述 过 的 , K 的 三 次 Abel 
扩张 天 (35) 等 于 天 (6OK) 这 个 结果 . 还 有 , 当 K = Q(V3) 时 , 对 于 Ok 的 理想 
ai = (V2), 如 在 85.3a 中 叙述 的 那样 ， 


Kl(ao) = 天 (al) = K, Kl(a2)= K(as)= Q(¢s)= K(V-1), 


Key) =Q (GVi+ v3) =K (VT Vr), 
K(as) = Q(Ce, V1+ V2, V2) = K(V-1, V1+ Va, Y2). 


我 们 将 叙述 弄 清 以 上 事实 的 方法 . 

令 K=Q(6), L= K(Y2). 

首先 由 命题 5.2 知 , (1 -C3) (3 的 唯一 的 素 因子 ) 与 2 之 外 的 K 的 素 理想 在 L 
中 非 分 歧 . 

我 们 来 证 明 L < K(3?.2Ok). 对 此 , 只 要 证 明 对 于 K 的 所 有 素 点 v, 在 复合 映射 
KY 一 Ck 一 Gal(L/K) 下 , U,(32.2Ok) 的 像 为 单位 元 即 可. 如 果 v # (1 -C3), (2)， 
可 由 命题 8.6(2) 得 到 这 个 结论 . 当 v= (1 - Gs) 时 , 因为 


Uv,(32.20k) = 1+ 320, = exp(32Ou) = exp(30,)3, 
当 w= (2) 时 , 因为 
U,(32 .20k)? = (1+ 20,)? 
C1+40, = exp(40,) = exp(3. 40,) = exp(40,)3, 


故而 由 Gal(L/K) 为 3 阶 循环 群 得 到 所 要 结论 . 

现在 来 考察 CI(K,32 .2Ok). 利用 K 的 类 数 为 1 以 及 86.4 的 命题 6.114, 根据 
对 有 限 环 Ok/(3? . 2) 的 具体 考察 , 得 到 下 面 的 结论 : CI(K, 6Ok) 是 3 阶 群 , 并 且 如 
果 令 p= (3+ G),，g = (3 一 C3), 则 标准 满 射 C1(K,3? .2Ok) 一 CL(K,6Ok) 的 核 由 
[(5)], 四 四 一 生成 . 另外 , (5), p, q 均 为 素 理想 , p 为 7 的 素 因子 , q 为 13 的 素 因子 . 
此 , 为 了 证 明 工 = 天 (6Ox),， 只 要 证 明 [(5)]， 四 图 -1 es CIK,32 .2Ok) 在 
Gal(L/K) 的 像 Frob(s), Frobp-Frobz1 为 单位 元 就 行 了 . 首先 Fl) = Ok /5Ok 兰 Fas， 
而 因为 在 Fzs 中 存在 2 的 3 次 根 3, 故 知 Frobts) 为 单位 元 . 下 一 步 来 看 Frobp, Frobg. 
在 Pp 兰 Fr 上 ,3+C3=0 即 Cs=4. 让 a 为 2 在 F, 的 代数 闭 包 中 的 3 次 寡 根 , 则 
a7 = (a3)2a = 22a = Gaa. 因而 Frobp(33) = C3.35. 再 者 ， 在 Fo 兰 Fls 上 ,3-C3=0 
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即 G63=3. 设 a 为 2 在 Fa 的 代数 闭 包 中 的 3 次 寡 根 , 则 al3 = (a3)4a = 24a = C3a. 
此 Proba(85) = C3. V2. 于 是 , Frobp = Frobg, 从 而 Frobp : Frobzl 为 单位 元 . 
下 面 , 令 K = Q(V3), L = K(V-1, V1i+ Vi, V3). 
按照 上 面 Q(Cs) 的 情形 同样 考察 , 知 (V3) 以 外 的 天 的 素 理想 均 在 工 中 非 分 歧 ， 
而 v= (V3) 时 , 应 用 


Us(as) = 1+ V3’O, = exp(V23O,) = exp(V3O,)? 


在 Gal(L/K) 中 的 像 为 单位 元 (因为 Gal (L/K) 的 元 的 2 次 宕 均 为 单位 元 ) 的 事实 ， 
便 证 明了 工 C 天 (as). 

现在 来 考虑 Cl(K,as). 利用 K 的 类 数 为 1 以 及 命题 6.114, 根据 对 于 有 限 环 
Ok/as 的 具体 考察 , 我 们 得 知 : 当 令 = (3+ V3), q = (3 -V3) 时 , Cl(K, as) 
是 由 阶 为 2 的 元 [(3)]，[p]，[q] 生成 的 阶 为 8 的 群 , 而 且 i = 3,4 时 , Cl(K,as) 一 
CL(K,ai) 的 核 由 [(3)][pj[q] 生成 ， Cli(K,as) 一 CL(K,az) 的 核 则 由 [(3)]lpj[lq] 与 
[(3)] 生成 , 而 Cl(K, ao)，CL(K,a1) 只 是 由 单位 元 组 成 的 群 ， 再 者 ,(3)，p,q 是 素 
理想 , 且 p，4q 为 7 的 素 因 子 ， 因 此 , 令 [(3)][pl[q] es Cl(K,as) 在 CL(L/K) 的 像 
Frob(s)FrobpFrobg 为 o1, [(3)] 的 像 Frob(s) 为 o2 时 , 我 们 有 K(as) = L, K(as) = 
K(a4) = {z e 工 | coli(z) = 2}, K(a2) = {z e 工 | a(z) = 02(7) = 7}, K(ao) = 
K(a1) = K. 于 是 , 根据 对 于 Frob(s)，Frobp，Frobg 的 这 些 考察 知道 了 K(a3) = 
K(a4) = K(V-1, V1i+ V2), K(a2) = K(V-Y). 

上 面 的 一 点 讨论 使 我 们 感觉 到 , 例如 K = Q(Gs), 工 = K(33) 的 情形 , 只 仅仅 稍 
微 计算 了 一 下 Frob(s)，Frob(s+cs)，Frob(sa_cs), 便 可 判定 工 = 天 (6Ok), 从 而 便 知道 
了 其 他 的 所 有 素 理想 p( 关 (1 - Ga), (2)) 的 Frob (用 看 出 四 ] e Cl1(K,6Ok) 的 方法 )， 
这 表明 素 点 间 有 着 强 有 力 的 联系 . 


(h) 类 域 论 的 论述 一 一 函数 域 的 情形 


设 KK 为 有 限 域 上 单 变量 代数 函数 域 . 我 们 现在 要 来 叙述 在 86.4(f) 中 说 过 的 天 
的 伊 代 尔 类 群 、 除 子 类 群 的 身 姿 与 类 域 论 的 关系 . 

设 K 的 特征 为 p, K 中 在 F。 上 代数 的 元 全 体 构成 一 个 有 限 域 (K 的 “常数 域 ")， 
记 其 为 F. 在 K 的 有 限 Abel 扩 域 中 有 一 类 特别 的 , 对 于 每 个 n > 1 的 添加 F, 的 
nn 次 扩 域 Fon, 即 K 的 n 次 扩 域 KFgn. 有 限 域 F 的 Abel 扩张 理论 ((c) 小 节 ) 与 
K 的 类 域 论 之 间 的 关系 可 由 下 面 的 命题 8.12 那样 表现 出 来 . 令 使 K 的 所 有 素 点 均 
在 其 上 为 非 分 歧 的 KK 的 所 有 有 限 Abel 扩 域 的 并 为 并. 在 KF 上 天 的 所 有 素 点 
是 非 分 歧 的 (这 是 因为 , KFw 为 在 K 中 添加 了 Xe"-1 - 1 = 0 的 所 有 根 得 到 的 , 故 
由 命题 5.2 即 可 知 ). 因此 , KF% = jKFw 包含 在 KK 之 中 . 从 而 有 标准 满 射 


Gal(K®/K)— Gal(K/K)— Gal(KF®/K) Gal (Fe /Fa). 
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命题 8.12 有 下 面 正 合 列 的 交换 图 表 , 且 在 每 个 图 表 中 左 端的 竖 直 映射 均 为 拓 
扑 群 的 同 构 映射 . 但 deg 是 将 K 的 常数 域 看 作 Fa 定义 的 . 


0 一 [ef 39)l Ox 学 Z 一 0 
匀 px pr 


0 一 Gal(K®/KFs) 一 Gal(K®/K) 一 Gal (Fa?/Fy) 一 0 


0— CI(K) CUK) 蛇 Zz 0 
| pr | 
0— Gal(K/KFs) 一 Gal(K/K) 一 Gal (Fe/F) — 0. 口 


表 8.7 ”类 域 论 与 非 分歧 类 域 论 一 函数 域 的 情形 


易于 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
伊 代 尔 类 群 Abel 扩 域 
除 子 类 群 非 分 歧 Abel 扩 域 


推论 8.13 并 是 KFav 的 有 限 扩 域 . 


[证 明 ] ”实际 上 , 因为 C10(K) 为 有 限 群 (86.4(f)), 故 Gal (六 /KF%) 也 是 有 限 的 
故 . 和 


命题 8.12 的 证 明 不 难 , 故而 略 去 . 


(i) 类 域 论 与 Hecke 特征 


设 KK 为 整体 域 . 
我 们 把 在 第 七 章 中 处 理 过 的 Hecke 特征 考虑 在 内 的 情形 下 , 来 看 一 看 整体 类 域 
论 ; 于 是 有 了 下 面 的 表 8.8. 


表 8.8 ”由 特征 观察 整体 类 域 论 
易于 了 解 的 一 面 | Galois 的 一 面 
Hecke 特征 | Gal (Kb/K) 的 特征 


我 们 知道 ,了解 局 部 紧 的 Abel 群 与 了 解 其 特征 群 从 本 质 上 说 是 一 样 的 (86.4(h)). 
此 , 换 句 话说 , 所 论述 的 以 Gal (K%/K) 近似 于 Ck 的 类 域 论 的 这 个 内 容 可 以 换 
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为 以 Gal(K"%/K) 的 特征 群 近似 于 Ck 的 特征 群 . 准确 地 说 , 即 
{Gal(K…/K) 的 特征 } = |_J{Gal(L/K) 的 特征 } 
L 


=({Ck/ 了 的 特征 } 
可 


= {Cx 的 阶 数 有 限 的 特征 }. 

其 中 , 工 遍历 K 的 有 限 Abel 扩 域 , 旷 遍历 Cx 的 指数 有 限 的 开 子 群 . 第 一 个 等 号 
所 根据 的 事实 是 ,作为 有 限 Abel 群 的 逆 极 限 的 紧 群 ,Gal (Ke/ 天 ) 的 特征 必定 将 开 
子 群 带 到 {1} (证 明 略 ). 第 二 个 等 号 所 依据 的 是 类 域 论 . 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 8.14 设 KK 为 整体 域 , 由 Gal(K%/K) 的 特征 群 到 Cr 的 阶 数 有 限 的 特 
征 全 体 构 成 的 群 的 满 单 射 由 X 政 Xxopk 表 出 . 口 

来 看 一 看 把 与 Hecke 特征 相伴 的 Hecke 函数 考虑 在 内 时 的 类 域 论 , 我 们 有 下 
面 的 定理 . 

定理 8.15 设 玉 为 整体 域 , 工 为 KK 的 有 限 Abel 扩 域 , 令 对 应 于 工 的 Ck 的 
指数 有 限 的 开 子 群 为 万 , 于 是 有 


cz(s) =II Zs,X). 
x 


其 中 , X 遍历 有 限 Abel 群 CK/ 的 所 有 特征 . 口 


表 8.9 Hecke 上 函数 与 Abel 扩 域 
易于 了 解 的 一 面 Galois 的 一 面 
L(s,x) 有 限 Abel 扩张 的 < 函数 


对 于 名 (s) 与 F(s,x) 也 成 立 相 同形 式 的 等 式 (将 不 给 出 证 明 ). 这 些 等 式 是 命题 
7.8 (K = Q, 工 为 二 次 域 的 情形 ) 的 推广 . 


[定理 8.15 的 证 明 ] 设 v 为 K 的 有 限 素 点 , v 之 上 在 工 中 的 全 部 素 点 设 为 
Ww1,… ,wg， 只 要 证 明定 理 8.15 右 端 对 于 v 的 Euler 因子 等 于 左 端 对 于 wi,… ,Wg 
的 Euler 因子 的 乘积 就 可 以 了 . 对 于 wi,… ,ws 如 果 令 f= f(wi/v) (不 依赖 于 让， 
则 其 Euler 因子 之 积 等 于 


Tia- Ne GN). 


记 1 
记 Kx 一 Ck/HH 的 像 为 D, OX 一 Ck/ 的 像 为 ,并 设 mw 为 K, 的 素 元 . 于 是 
9 三 [Cx/ 五 :DD], f=#[D :也 . 而 右 端 对 于 w 的 Euler 因子 为 


JIG - xm) NG)-) -1, 
x 
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其 中 x 遍历 (Ck/ 五 )/T 的 所 有 特征 , 因此 , 当 x 跑 过 所 有 D/T 的 特征 时 , 它 为 
TIG - x(ro)No) 2) 


因为 D/T 为 mm 的 像 生成 的 阶 数 为 7 的 循环 群 , 故 D/T 的 特征 群 也 是 阶 数 为 7 的 
循环 群 , 记 其 生成 元 为 xi, 则 xa(ru) 为 次 本 原单 位 根 . 因此 上 面 这 个 值 等 于 
了 一 1 
I xarojiw(o- ) ?= (一 No) 12. E 
i=0 


(j) 类 域 的 构造 


根据 Kronecker 定理 , Q 的 最 大 Abel 扩 域 由 所 有 Q(Cw) 的 并 得 到 , 而 对 于 一 般 
的 数 域 K, 如 何 做 才能 具体 地 得 到 K 的 最 大 的 Abel 扩 域 的 问题 被 称 作 “ 类 域 的 构 
造 问题 ", 这 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 . 类 域 论 对 于 Abel 扩张 的 具体 构造 方法 我 们 说 
不 了 太 多 . 

“类 域 的 构造 问题 ”与 Riemann 猜想 是 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 上 , Hilbert 
所 提出 的 20 世纪 应 予以 解决 的 23 个 问题 中 仍 未 解决 的 少数 问题 中 的 两 个 . 

有 理 数 域 的 最 大 Abel 扩 域 使 用 单位 根 而 得 到 , 而 1 的 根 可 考虑 为 乘法 群 的 等 
分 点 . 在 虚 二 次 域 K 的 情形 , 断言 K 的 最 大 Abel 扩 域 是 由 将 具有 复 乘 的 椭圆 曲线 
的 等 分 点 添加 到 K 得 到 , 被 说 成 是 Kronecker 的 青春 之 梦 问 题 . (所 谓 等 分 点 是 指 某 
倍数 为 零 的 那些 点 .) 这 被 由 高 木 (Takaki) 贞 治 所 建立 的 类 域 论 而 解决 . 例如 , Q(Gs) 
的 最 大 Abel 扩 域 是 在 Q(Cs) 上 添加 椭圆 曲线 y? = z3 + 1 的 等 分 点 的 坐标 而 得 到 . 

这 个 被 称 做 复 乘 的 理论 , 通过 使 用 作为 椭圆 曲线 高 维 化 的 Abel 簇 的 等 分 点 , 由 
志 村 (Shimura)- 谷山 (Taniyama) 从 关于 虚 二 次 域 的 理论 推广 到 关于 全 实数 域 的 全 
虚 二 次 扩 域 的 理论 . 

然而 类 域 的 构造 问题 甚至 对 于 实 二 次 域 也 没有 解决 .再 说 , 在 不 是 数 域 而 是 有 
限 域 上 的 单 变量 代数 函数 域 的 情形 , 由 Drinfeld 证 明了 , 利用 类 似 于 椭圆 曲线 的 被 
称 为 Drinfeld 模 的 等 分 点 得 到 了 它 的 最 大 Abel 扩 域 . 对 于 局 部 域 也 有 利用 椭圆 曲线 
的 类 似 物 而 被 称 为 形式 群 的 等 分 点 得 到 它 的 最 大 Abel 扩 域 , 这 是 由 Lubin-Tate 证 
明 的 . 


88.2 整体 域 和 局 部 域 上 的 可 除 代 数 


从 1920 年 一 直到 1930 年 , 以 历史 上 最 杰出 的 女 数学 家 Noether 为 核心 , 现代 
数学 之 花 在 德国 开始 绽放 . 它 的 发 展 主题 之 一 是 下 面 要 阐述 的 非 交 换 域 的 理论 . 

最 初 发 现 的 非 交换 域 是 Hamilton 的 四 元 数 域 (参看 (a) 小 节 ). 在 本 书后 面部 
分 我 们 把 交换 域 与 非 交 换 域 统称 为 可 除 代数 (或 斜 域 )(division algebra (skew field)). 
交换 域 以 一 个 域 字 单 称 . Hamilton 四 元 数 称 为 实数 域 上 的 可 除 代数 (参照 (a) 小 节 ). 
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在 现代 代数 学 发 展 中 , 人 们 弄 清 了 在 局 部 域 和 整体 域 上 的 可 除 代数 是 如 何 存在 的 , 而 
且 也 明白 了 它 与 类 域 论 间 的 紧密 关系 . 探索 局 部 域 和 整体 域 的 Abel 扩 域 是 如 何 存在 
的 类 域 论 与 探索 局 部 域 和 整体 域 上 的 可 除 代数 是 如 何 存 在 的 理论 密切 相关 . 比 起 在 
88.1 (d) 中 已 叙述 过 的 前 者 的 主 定理 来 , 后 面 将 令 述 的 有 关 后 者 的 定理 8.25, 8.26 要 
简单 得 多 . 那么 , 将 后 者 的 理论 作为 本 源 , 一 边 看 着 类 域 论 一 边 进行 证 明 , 这 不 失 为 
一 种 好 的 方法 . 譬如 平方 剩余 的 互 反 律 , 像 在 82.3 所 叙述 的 那样 , 可 以 看 作 是 类 域 
论 的 一 部 分 而 又 等 同 于 关于 二 次 曲线 的 “Hilbert 符号 的 乘积 公式 ”. 实际 上 , 二 次 曲 
线 与 可 除 代数 有 着 深刻 的 关联 (参看 (b) 小 节 ), 而 Hilbert 符号 的 乘积 公式 可 以 看 作 
是 包含 在 关于 可 除 代数 的 主 定理 8.26 之 中 的 “Hasse 互 反 律 ”的 特殊 情形 (参看 定 
理 8.26 后 面 的 说 明 ). 

如 此 一 来 , 在 88.2 中 便 将 叙述 有 关 可 除 代数 的 理论 、 二 次 曲线 的 理论 、 以 及 与 
类 域 论 之 间 的 关系 . 特别 地 , 要 叙述 如 何 从 可 除 代数 理论 得 到 类 域 论 主 定理 中 的 标 
准 同 态 or ((f) 小 节 ). 

于 是 在 88.3 中 , 我 们 将 对 类 域 论 的 主 定理 与 定理 8.25, 8.26 相互 交错 地 进行 着 
证 明 . 

(a) Hamilton 四 元 数 


Hamilton 在 1858 年 发 现 了 被 称 做 Hamilton 四 元 数 的 非 交 换 域 . Hamilton 四 元 
数 域 耳 是 由 1, i, j, 节 生成 的 及 上 的 线性 空间 , 在 其 中 引进 了 R- 代数 的 构造 : 


2=-1, =-l, Y=- 
也 就 是 说 , a = a 二 可 十 jf 十 dj 与 =a 二 Wi 二 cj 十 d 的 和 与 积分 别 定义 为 


at+B=(at+a)+(0+o)it (c+e)i+ (d+ ad)iy, 
a8= (a0 —bb'— ce —dd’)+ (ab’ + ba’ + ced’ — de')i 
十 (ac +ca’ + db — bd)j+ (ad’ + da’ + be — eb)ij. 


这 个 乘积 运算 满足 结合 律 . R 可 自然 地 看 成 是 了 的 子 环 , 而 且 RR 中 元 与 了 H 中 任意 
元 可 交换 . 在 后 面 我 们 将 证 明 再 为 非 交换 域 . 

一 般 地, 所 谓 交换 环 天 上 的 天 -代数 (K 线性 环 ) (K-algebra) 4, 不 限于 交换 环 ， 
是 指 满足 结合 律 的 环 4, 并 给 出 了 环 同 态 ,: K -4 使 得 对 任意 的 ke K,ae A 有 
Lp)a = ai(k). 称 4 的 子 环 {a se 4 : 对 于 所 有 的 be A 有 ab= ba} 为 4 的 中 心 ， 
上 面 的 条 件 说 明 (K) 包含 在 4 的 中 心里 . 当 K 为 域 时 , 称 可 除 代数 的 K- 代数 为 
K 上 的 可 除 代 数 . 

由 以 上 定义 , 焉 便 是 及 上 的 可 除 代数 . 除了 五 是否 还 存在 其 他 的 非 交 换 可 除 代 
数 ? 已 知 R 上 有 限 维 的 及 上 的 可 除 代数 仅 有 RR, C,H. 而 Q 上 的 有 限 维 可 除 代数 
则 存在 无 限 多 个 , 呈现 出 百花 齐 放 的 局 面 . 我 们 现在 来 考察 它们 . 
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(b) 四 元 数 域 与 二 次 曲线 


设 为 特征 非 2 的 域 , 对 wb e kX, 定义 k- 代数 A(a,b,k) 如 下 . A(a,b,k) 为 由 
1, a, B, a6 为 基底 的 4 维 线 性 空间 , 其 中 按照 


a2 =a, B=b, Ba= -a 


确定 乘积 . 例如 , 芋 = 4(-1, 一 1, RR). 称 形 如 A(a,b,k) 的 上 代数 为 上 的 四 元 数 代 数 
(quaternion algebra). 当 它 为 可 除 代 数 时, 便 称 作 k 上 的 四 元 数 体 . A(a,b,k) 何 时 才 
能 成 为 像 于 那样 的 可 除 代数 呢 ? 

回想 在 第 二 章 中 关于 二 次 曲线 az? + by? = 1 的 想法 吧 . 实际 上 , 在 那里 所 研讨 
的 解 的 有 无 决定 了 四 元 数 代数 A(a,b,k) 何 时 成 为 可 除 代数 . 


命题 8.16 设 abDe kx, 并 令 4= A(a,b,k). 

(1) 当 不 存在 满足 az2 十 by? = 1 的 zy Ek 时 , 则 A(a,b,k) 为 可 除 代数 . 

(2) 当 az? 二 by? = 工 存在 z,y Ek 的 解 时 ,A(a,b,k) 作为 有 代数 同 构 于 大 上 的 
二 阶 方 阵 全 体 构 成 的 环 M2(k), 因而 不 是 可 除 代 数 . 口 


例如 , 因 二 次 曲线 -z2 --y? = 1 在 R 上 无 解 , 命题 8.16 表明 HH = 4(-1, 一 1,R) 
是 可 除 代 数 ， 同样 地 ，4(-1, -1Q) 和 4(-1,-3,Q) 是 可 除 代数 . 因 (2,3)s = 一 1， 
4(2, 3,Q) 也 是 可 除 代数 . 

为 了 证 明 命 题 8.16 需要 证 明 以 下 的 命题 . 


命题 8.17 对 于 wbe kx, 下 面 的 (1) 一 (4) 等 价 . 

(1) 存在 满足 az2 十 by? 二 1 的 zy Ek. 

(2) 存在 满足 auz2 十 by? = z? 的 (zx,y,z) € k3 一 {(0,0,0)}. 

(3) 存在 满足 z2 一 az2 一 by? 十 abw? = 0 的 (zx,y,z,w) e k4 一 {(0,0,0,0)}. 

(4) 5 在 范 映 射 N :k(Va)x 一 kX 的 像 之 中 . 

(4) a 在 范 映射 N :k(V6)x 一 kX 的 像 之 中 . 

[证 明 ] (0 二 (2)=> (3) 显然 

证 明 (3) 一 (4). 如 果 Va e k, 则 因 k(Va)* 一 kx 为 恒 同 映射 而 自明 . 设 Va gk， 
以 及 (z,y,z,w) 了 (0,0,0,0) 使 22 一 az? 一 by? 十 abw? = 0， 比较 N(z +zVa) = 
(z+ ZVa)(z — ZVa) = 2 — ar?, N(y + wya) = -aw’, 则 有 N(z +zVa) = 
bN(y +tVa). 若是 z++zVa =y 十 wVa = 0, 则 违背 了 条 件 (z,y,z,w) (0,0,0,0). 
所 以 z 十 zVa, y+wVa 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 因此 N(z 十 zVa), N(y 十 wva) 中 至 
少 有 一 个 不 为 0. 那么 z 十 zVa, y+wVa 全 都 不 为 0. 进而 5 二 入 (4%), 从 

y+wVa 

而 (4) 得 证 . pn 

证 明 (4)=>(1)， 如 果 Va e 心 则 (去) +b5:02=1. 设 Va gk， 又 设 
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2 
b= NT = ek ml 20. 并 “(2) +o (2) 二 如 果 
b at+1\? a-1)? 

z=0, 则 -= 六 有 o( 2a ) +( 5 和 

由 于 对 称 性 , 同样 有 (3) 一 (4) 坟 (1). a 

[命题 8.16 的 证 明 ] (1) 只 要 证 明 0 头 z+ya 二 zB 二 wap e A(a,b,k) 存在 着 元 即 
可 . (z+yat+2B+wap)(r—ya— zB—wap), (z—ya—zB—waB)(z+yat+zB+wap) 都 
等 于 t= z? 一 ay? 一 bz?+abw?, 根据 命题 8.17, 它 不 等 于 0. 于 是 i#(z—ya—zB—wap) 
是 (z 十 ya + zB 十 waB) 的 道 元 . 

(2) 假设 上 = Va e k. 按照 


给 出 了 4 ~ M2(k). 

现 设 Va gk 令 了 = k(Va), 又 设 5 = N(y)， 7 e kVa， 定 义 大 线性 
映射 A(a,b,k) 一 End(Y) = {V 到 的 大 线性 映射 ~ Me(b) 为 1 1 au 
VS ( 即 Va 售 映射 ) 8 = (7) om aB 忆 (Vay)oo. 其 中 :7 一 了 为 z+yvVID 
Z 一 VyVa, zy Ek. 它 是 一 个 代数 同 态 , 这 由 下 可 知 : ((y:) oo)? = (Yo))o0? = 
NO): = b, (0) 00) o (Ve) = (yo(V@):) oo = (-Va) o (7) oo). 由 于 大 代数 
End (V) 是 由 (Va) 与 o 生成 的 , 故 A(a,b,k) 一 M2(k) 为 满 射 , 从 而 为 同 构 . ' 

根据 命题 8.16 可 知 , Q 上 的 四 元 数 代数 A(a, b,@) 每 每 是 个 可 除 代数 . 那么 , 到 
底 存 在 多 少 种 类 的 Q 上 的 四 元 数 体 呢 ? 譬如 可 除 代数 4(-1, -1,Q@),，A4(-1, -3,Q)， 
4(2, 3,Q) 相互 同 构 吗 ? 实际 上 , 如 下 面 证 明 的 , 它们 中 任 两 个 都 不 同 构 . 如 果 Ala,b, 
Q) = A(e', ,QQ), 则 对 于 Q 的 每 个 素 点 v 应 该 有 4(a,b Qu) ~ 4(o',b,Qu). 并 且 因 
为 (-1, -Dw =(-1, -3)w = (9) = 故 4 二 一 1, 有 R)， A( 一 1, 一 3, 民 ) 为 可 除 
代数 , 而 4(2, 3, 了 ) ~ M2(R). 同样 地 , 因为 (-1, -1)s = 1, (1 —3)s = —1, (2,3)3 = 
一 故 4A(-1, 一 1,Qs) = M2(Qs), 而 4(-1,-3,Qs)，4(2,3,Qs) 为 可 除 代数 . 

如 此 , 由 于 可 取 各 种 各 样 的 wb e Qx 可 知 , 可 以 得 到 无 限 多 个 互 不 同 构 的 可 除 
代数 A(a,b,Q@) (习题 8.3). 


(c) Brauer 群 Br(k) 


设 上 为 交换 域 . 我 们 以 Br(k) 表示 以 为 中 心 的 上 所 有 有 限 维 可 除 代数 在 
上 同 构 类 组 成 的 集合 . 譬如 ,Br(R) 只 由 两 个 元 R 和 王 的 类 组 成 , 而 Br(C) 只 由 
C 的 类 组 成 .Br(k) 可 像 下 面 那样 赋予 交换 群 的 结构 , 这 时 称 其 为 k 的 Brauer 群 
(Brauer Group). 


在 下 面 的 (d) 小 节 , 我 们 将 叙述 决定 Br(Q) 和 Br(Q,) 的 定理 . 
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为 了 定义 Br(k) 的 群 结构 , 我 们 介绍 中 心 单 代数 的 理论 . 从 此 开始 介绍 的 中 心 
单 代数 的 理论 我 们 将 不 予 证 明 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 代数 学 的 书 (在 《数论 工 ) 卷 末 
列 出 了 参考 书 ). 

在 此 , 将 讨论 从 可 除 代数 扩大 到 中 心 单 代数 的 理由 是 因为 他 们 对 于 取 张 量 积 运 
算是 封闭 的 . 域 上 的 代数 4, B 的 张 量 积 A@k B, 当 取 4, B 的 基底 各 为 {ei}，{ 方 } 
时 , 其 基底 则 为 {ei @ 方 }, 并 在 积 的 定义 (a @ 6) . (a' @ WY) 下 成 为 大 代数 . 


定义 8.18 设 大 为 (交换 ) 域 . k- 代数 4 为 kk 上 的 中 心 单 代数 (central Ee 
algebra) 是 说 , 4 以 为 中 心 , 且 4 的 双边 理想 只 有 0 和 4 两 个 . 


例 8.19 域 上 的 矩阵 环 Mn(k) 为 上 的 中 心 单 代数 . 口 
例 8.20 如 果 大 为 特征 非 2 的 域 , 且 o,b e kx, 则 四 元 数 代数 A(a,b,k) 为 上 
的 中 心 单 代数 . 0 


中 心 单 代数 的 定义 可 换 为 下 面 命题 中 的 等 价 条 件 . 其 中 从 (1) 得 出 (2) 的 断言 
被 称 为 Wedderburn 定理 . 


命题 8.21 设 大 为 交换 域 , 且 设 4 为 上 上 有 限 维 的 上 -代数 , 则 下 面 的 (1) 一 (5) 
等 价 . 

(1) 4 为 上 的 中 心 单 代数 . 

(2) 存在 以 大 为 中 心 的 大 上 的 有 限 维 可 除 代数 万 , 以 及 自然 数 r > 1, 使 得 作为 
及 代数 的 A 同 构 于 矩阵 代数 M,(DD). 

(3) 设 天 为 天 的 代数 闭 包 , 4@k 天 作为 无 代数 同 构 于 Mn(K), 其 中 n> 之 1 为 某 
个 自然 数 . 

(4) 存在 大 的 某 个 有 限 可 分 扩 域 也, 以 及 自然 数 n, 使 得 A @i 工作 为 工 代数 同 
构 于 Mn(D). 

(5) 设 4? 为 4 的 反 演 环 (在 后 面 说 明 ), 则 k- 代数 的 标准 同 态 

4@k4 一 Endk(4 :ae@bm (zm arb) 

为 同 构 (Endk(4) 的 意思 在 下 面 说 明 ). 

当 A 为 k 上 的 中 心 单 代数 时 , (2) 的 可 除 代数 DD 在 k- 同 构 的 意义 下 由 A 唯一 
决定 . 口 

在 (5) 中 所 说 的 反 演 环 4° 是 指 , 当 在 4 中 保持 原 有 的 加 法 , 而 且 对 于 zye 4 
在 4? 的 乘积 定义 为 yz 时 将 4 看 成 的 环 . 另外 ,Endk(4) 表示 所 有 线性 映射 
4 一 4 的 集合 , 将 它们 的 复合 映射 作为 乘积 , 形成 了 k- 代数 . 设 作为 上 线性 空间 4 
的 维 数 为 m, 则 Endk(4) 兰 Mn(k). 

对 于 k- 代数 4 与 的 扩 域 ii, 取 4 作为 线性 空间 的 基底 {ei} 时 , 则 可 取 
{ei @1( 通 常 与 {ei} 看 作 一 样 ) 为 #"- 代数 4@xk 作为 kr’ 线性 空间 的 基底 , 而 4 中 
的 乘法 可 自然 地 扩张 而 成 为 pr- 代数 . 
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由 命题 8.21(3) 可 知 , 中 心 单 代数 4 的 维 数 是 一 个 平方 数 . 这 是 因为 根据 (3) 有 
dimk(4) = dimk(4@x k) = dimi (Mn (Kk)) = m2. 


四 元 数 体 的 维 数 为 4 = 22 便 是 一 个 例子 . 

另外 由 (4) 知 , 如 果 大 为 可 分 闭 域 , 则 Br(k) = 0. 这 是 因为 可 分 闭 域 的 有 限 可 
分 扩 域 只 有 自己 , 那么 由 (4),& 的 所 有 的 中 心 单 代数 均 与 矩阵 代数 同 构 的 缘故 . 

我 们 已 知 中 心 单 代数 具有 下 列 性 质 . 


命题 8.22 设 上 为 交换 域 , 4 是 上 上 的 中 心 单 代数 . 
(1) 设 妃 为 上 的 中 心 单 代 数 , 则 张 量 积 A@k B 也 是 尺 上 的 中 心 单 代数 . 
(2) 设 kr 为 上 的 扩 域 , 则 A@kk' 是 以 上 的 中 心 单 代数 . 口 


我 们 在 下 面 来 定义 Brauer 群 Br(k) 的 群 运算 . & 上 的 中 心 单 代数 4，B 称 为 
等 价 是 说 , 如 果 对 于 k 上 的 某 个 可 除 代数 D, 存在 &- 代数 同 构 4 ~ Mn(D), B ~> 
Mm(DD) (m,n 为 自然 数 ). 此 时 记 为 4 ~ B. 根据 命题 8.21, Br(k) 可 以 同样 地 看 成 为 
上 的 中 心 单 代数 在 等 价 关系 ~ 下 的 等 价 类 的 集合 . 设 4, B 为 k 上 的 中 心 单 代 数 ， 
由 命题 8.22(1), 张 量 积 4 @x B 仍 是 上 上 的 中 心 单 代数 . 于 是 , 在 Br(k) 的 加 法 十 
定义 为 , 对 于 上 的 中 心 单 代数 4, B 的 等 价 类 [4], [B]， 


[A+[BI=[A@ 有]. 


对 于 这 个 加 法 +, Br(k) 构成 了 一 个 交换 群 . 事实 上 , 结合 律 与 交换 律 来 自 张 量 
积 的 标准 同 构 (4@ B)@C ~ A@(B@C), 4@B~Be@4( 后 者 为 a@brbe@oa). 
内 为 Br(k) 的 单位 元 , 并 由 命题 8.21(5) 的 4@ 4e ~ End(4) 知 [4] 的 逆 元 为 [4°]. 
我 们 称 Br(k) 为 域 上 的 Brauer 群 . 

例 8.23 设 为 特征 非 2 的 域 , a, be kX, 则 Br(k) 的 元 [4(a,b 有] 的 2 倍 等 
于 0. 这 是 因为 在 a 一 -a, 8 恤 -B, a6 二 一 Ba 之 下 A(a,b,k) 同 构 于 它 的 反 演 代 
数 A(a,b,k)°, 故 [A(a,b,k)] = 一 [A(a,b, kk)]. 

对 于 Brauer 群 成 立 下 面 的 断言 : 


命题 8.24 设 大 为 域 . 

(1) Brauer 群 Br(k) 是 Abel 捏 群 . 也 就 是 说 , 任意 元 的 阶 都 有 限 . 

(2) 实数 域 及 的 Brauer 群 Br(R) 是 由 卫 的 类 生成 的 2 阶 循环 群 Br(R) = 
{[R], [本 } = Z/2Z. 另外 , Br(C) = 0 (根据 命题 8.21(3)). 因此 , 及 上 的 有 限 维 可 除 代 
数 只 有 及 ，C, 耳 三 个 . 

(3) 有 限 域 下 的 Brauer 群 是 简单 的 , 即 Br(F) = 0. 因此 有 限 的 可 除 代数 是 交 
换 的 . 口 


(对 于 (2),(3), 请 参照 (e) 小 节 的 说 明 .) 


§8.2 ”整体 域 和 局 部 域 上 的 可 除 代数 * 255 - 


设 tr 为 上 的 扩 域 , 下 面 我 们 将 定义 被 称 做 系数 扩张 ， Scalar extension 的 自然 
群 同 态 Br(k) 一 Br(k') : am aw. 设 4 为 k 上 的 中 心 单 代数 ,按照 命题 8.22(2), 张 
量 积 (系数 扩张 )4 @k k' 是 # 上 的 中 心 单 代数 . 按照 定义 [jw = [4 @x 1 给 出 了 群 
同 态 Br(k) Br(k). 譬如 , 设 大 为 特征 非 2 的 域 , a, be bx, 因为 A(a,b,k) @kk' 之 
Al(a,b,k'), 故 [A(a, b, k)]k' = [Ala, b, k')]. 

记 Br(k) 一 Br(k') 的 核 为 Br(k'/k). 

(d) 整体 域 与 局 部 域 的 Brauer 群 

在 这 里 我 们 将 介绍 局 部 域 和 整体 域 的 Brauer 群 的 结构 定理 . 局 部 域 的 Brauer 
群 的 结构 由 下 面 定理 给 出 . 

定理 8.25 设 KK 为 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 . 存在 标准 同 构 

invg : Br(K) SS Q/Z. 口 
同 构 invx 的 定义 将 在 88.3(a) 给 出 . inv 是 invariant( 不 变量 ) 的 缩写 . 当天 = 以 
时 , 给 定 inva : Br(R) 一 {0 站 cQ/Z 为 RI. 0, 四 ”~ 到 而 当天 = C 时 给 定 
invc : Br(C) 一 {0} sQ/Z 为 [C] 呈 0. 

整体 域 的 Brauer 群 的 结构 由 下 面 的 定理 给 出 . 

定理 8.26 (Brauer-Hasse-Noether) 设 为 整体 域 . 

(1) 设 ae Br(K), 则 对 几乎 所 有 的 素 点 v ,a 在 标准 映射 Br(K) 一 Br(K,) 下 
的 像 au 为 0. 换 句 话说 , 同 态 Br(K) 一 ][ Br(K。) :a 收 (Qak,)。 的 像 被 包含 在 直 
和 DBr(K,)={(av), Ee IIBr(K,) | 对 几乎 所 有 的 vv 有 ow = 0} 之 中 . 

(2) 0 一 Br(K) 一 失 Br(K,) 一 Q/2 一 0 为 正 合 序 列 . 其 中 的 第 三 个 箭头 为 


(au)u > invks(au). 口 


这 些 定理 将 在 88.3 得 到 证 明 . 

现在 考虑 这 些 定理 与 在 第 二 章 中 研究 过 的 关于 Hilbert 符号 的 话题 之 间 的 关系 . 

由 定理 8.25 与 命题 8.24(2) 知 , 如 果 K 为 不 是 C 的 局 部 域 , 则 {a € Br(K)|2a = 
0} 为 2 阶 循环 群 . 这 证 明了 除 同 构 外 , K 上 的 四 元 数 域 存 在 且 除 同 构 外 唯一 .在 天 为 
Q@ 的 局 部 域 Q。 的 情形 , 根据 命题 8.16, 对 于 a, be Qx 的 Hilbert 符号 (a,b)。e { 土 1} 
恰好 就 是 在 同 构 

{a € Br(Q,) | 2a = 0} {+1} 

下 [A(a,6,Q@,)] 的 像 . 

对 于 四 元 数 代数 的 类 [A(a,b,Q@)] e Br(Q) (a,b e Q*), 定理 8.26 有 着 以 下 的 意 
义 . 首先 由 定理 8.26(2) 的 Br(Q) 一 @ Br(Q。) 的 单 射 性 得 到 A(a,b,Q) M2(Q) 全 
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对 Q 的 所 有 素 点 v 有 A(a,5b,Q@。) 兰 Mz(Q@,). 将 此 与 命题 8.16 结合 起 来 , 就 得 出 了 
$2.3 的 定理 2.3: 


存在 z,y e Q@ 满足 az? +by? = 1 今 对 于 Q 的 所 有 素 点 v 有 (a,b), =1. 

定理 8.26 的 复合 映射 Br(K) 一 外 Br(K,) 时 Q@/Z 为 0 映射 意味 着 Hilbert 符号 的 
乘积 公式 T[(a,5)。 = 1 (82.3 定理 2.5). 因为 Hilbert 符号 的 乘积 公式 , 正如 在 82.3(c) 
所 说 的 那样 ， 是 二 次 剩余 互 反 律 的 另 一 种 说 法 , 故 定理 8.26 包含 了 二 次 剩余 互 反 律 . 

一 般 地 , 对 于 整体 域 K, 复合 映射 Br(K) 一 外 Br(K,) 一 Q/Z 为 0 映射 所 说 
的 事实 被 称 做 Hasse 互 反 律 (Hasse's reciprocity ja 

在 86.1(a) 曾 介绍 过 的 “Fn[7] 的 二 次 剩余 互 反 律 ”(p 为 奇 素数 ) 也 可 以 从 这 个 
Hasse 互 反 律 推导 出 来 . 这 是 因为 对 于 F,(T) 的 每 个 素 点 w 我 们 以 与 在 Q 情形 时 


对 奇 素数 上 的 Hilbert 符号 同样 的 方法 定义 Hilbert 符号 (，)。. 设 户 ge F,[T] 为 最 
高 次 项 系数 为 1 的 不 同 的 不 可 约 多 项 式 , 则 


的 = 人) 
| 全 人 
' 归 了 其 他 


(ee 为 Fp[T- 的 素 理 想 (T-1)) 可 由 与 82.3(c) 同样 的 讨论 得 到 . 
(e) 循环 代数 


到 现在 为 止 , 我 们 讨论 过 的 作为 Brauer 群 Br(k) 的 元 仅 限于 四 元 数 代数 的 类 . 
这 些 是 二 倍 后 变 成 了 0 的 Br(k) 的 元 . 对 四 元 数 代数 进行 的 推广 便 有 了 现在 要 予以 
说 明 的 , 被 称 为 循环 代数 (cyclic algebra) 的 中 心 单 代数 . 循环 代数 的 Brauer 群 的 类 
不 限于 2 倍 为 零 . 不 过 , 在 整体 域 以 及 局 部 域 的 情形 , 我 们 已 知 Brauer 群 的 所 有 元 
穷竭 了 循环 代数 的 类 . 循环 代数 因 能 把 定理 8.25, 8.26 与 类 域 论 连接 起 来 , 故而 具有 
重要 性 . 

当 大 为 交换 域 时 , 我 们 以 X(k) 表示 从 Gal (ko%/k) 到 Q/Z 的 所 有 连续 同 态 形 
成 的 群 : 


(f,9) 


v=00 


X(k) = Homsa(Gal (ke /RD Q/Z). 
Q/Z 马 (C* 中 的 全 部 单位 根 构成 的 群 ) 
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由 z mod Z 一 exp(2riz) (ze Q) 给 出 , 那么 , 因为 Gal(k%%/k) 的 特征 全 都 具有 有 
限 阶 , 其 像 必 包含 在 单位 根 群 中 , 故 X(k) 与 Gal (k%/k) 的 特征 群 可 看 作 是 相同 的 . 
下 面 我 们 把 X(k) 与 Br(k) 并 列 进行 考虑 . 
知道 了 X(k) = 知道 了 大 的 Abel 扩 域 
知道 了 Br(k) = 知道 了 以 为 中 心 的 可 除 代数 . 
当 大 为 整体 域 和 局 部 域 时 , 知道 X(k) 就 是 知道 了 类 域 论 的 事 , 而 知道 Br(k) 则 


是 知道 了 (d) 小 节 的 两 个 定理 . 根据 后 面 要 叙述 的 循环 代数 的 理论 , 这 两 个 群 X(k) 
与 Br(k) 按照 对 于 x e XX(k) 与 5e kx 决定 了 Br(k) 中 元 


(x,b) € Br(k) 


的 方式 结合 了 起 来 . 

取 XxeX(k) 为 n 阶 特征 ,be kx 时 ,我 们 定义 被 称 为 循环 代数 的 n? 维 庆 代数 
A 如 如 下 . 设 工 为 对 应 于 X 的 核 的 的 n 次 循环 扩 域 , 而 o 为 使 xc) = 二 成 立 
的 Gal(L/k) ~ Z/nZ 的 生成 元 . (按照 这 个 对 应 关系 x 二 (Z,c), 给 出 了 X(k) 的 元 
X 等 价 于 给 出 了 大 的 循环 扩 域 L 与 Gal(L/k) 的 生成 元 o 的 组 (L,o). 以 下 我 们 称 
工 为 对 应 于 x 的 大 的 循环 扩张 . )3 我 们 定义 - 代数 4(X,c) 为 , 以 符号 1, 6,… ,Br 
为 基底 生成 的 n 维 工 线性 空间 Bi 并 在 其 中 给 定 乘积 为 


i=0 


BbB"*=b, Bz= oa(z)B (zeLi). 


例 8.27 设 为 特征 非 2 的 域 , ,be kx. 设 Xe eX(b) 为 k(Va) (看 作 大 的 
循环 扩 域 ) 所 对 应 的 元 . 于 是 


gp op Vagk 
k~ Ala,b,k) Vaek. 


口 


关于 循环 代数 已 知 成 立 下 面 的 事实 . 特别 地 应 该 说 (4) 是 循环 代数 的 核心 , 是 
重要 的 事实 . 
命题 8.28 设 大 为 交换 域 . 
(1) 设 xE 久 (k), bE kx, 则 循环 代数 4(X,D) 为 k 上 的 中 心 单 代数 . 
下 面 我 们 把 A(X,b) 的 类 [A(X, 中] e Br(k) 记 为 (x,b). 
(2) (x+X',b) = (Xb)+(X,b), (Xbe) = (Xb)+(X,e) (Xx,x EX(k), b,c Ek*). 
(3) 设 以 为 大 的 扩 域 , 对 于 Xe 大 (k), a Ekx, 则 在 Br(k') 中 有 


(Ga)x = (Xn, 0). 
其 中 , X(b) 一 久 (k') : XF Xi 为 自然 映射 Gal(k%/k') 一 Gal (kb/k) 所 诱导 . 
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(4) 设 XEX(k) 且 工 为 x 所 对 应 的 大 的 循环 扩 域 , 则 同 态 
k* 一 Br(k) :am (x, a) 
的 核 与 Nr/K(Zx) 相同 , 而 其 像 与 Br(L/k) = Ker(Br(k) 一 Br(L)) 相同 . 因此 诱导 


出 同 构 
kX /Nr (L*) S Br(L/k). 口 
在 上 面 (4) 中 范 群 Nzyx(Zx) 的 表示 是 关于 四 元 数 代数 在 命题 8.17 中 的 二 次 
扩 域 的 范 群 表示 的 推广 . 一 般 地 , 设 为 特征 非 2 的 域 , 且 a,be kx, 根据 例 8.27 有 
(Xasb) = [A(a, b, £)]. 
从 而 上 面 (4) 说 的 便 是 命题 8.16, 8.17 中 所 出 现 的 
b € Ni(va)/k(k(Va)* S Ala,b, k) S Ma(k). 
上 面 (4) 是 个 强 有 力 的 结果 , 由 它 可 以 推导 出 在 命题 8.24 所 叙述 的 关于 Br(R) 
以 及 Br(F) 的 断言 . 
Br(R) 兰 Z/2Z 的 证 明 ] 由 Br(C) = {0} 得 到 
Br(R) = Br(C/R) S R* /Ne/r(C*) 宕 了 /2Z. a 
Br(Fa) = 0 的 证 明 ] 由 命题 8.21(4) 知 , Br(k) 的 每 个 元 对 于 Fs 的 某 个 有 限 扩 
域 亏 属于 Br(L/k) = Ker(Br(k) Br(L)). 因为 Fa 的 有 限 扩 域 是 对 于 某 个 n> 1 
的 Fan(§B.4), 故而 只 要 证 明 Br(Fon /Fy) = {0} 就 可 以 了 . 
为 Fe 是 Fe 的 循环 扩 域 ($B.4), 那么 由 命题 8.28(4) 知 只 要 证 明 Naan /FP : 


Fa 一 FY 为 满 射 即 可 . 由 于 Gal (Fg /Fs) 是 由 Fo 一 Fo : zz 生成 的 循环 群 
(8B.4), 故 对 于 z e F%* 有 


n—l p32 让 
Nu(z) = [2" = z 气 ”= zG"-D/e-D. 
i=0 
一 般 地 , 由 于 有 限 域 的 乘法 群 总 是 循环 群 , 故 F% 为 (qr - 1) 阶 的 循环 群 , 而 因 
为 Fx = {ze F% | 2971 二 1}, 故 (gq? 一 1)/(q 一 1) 次 短 的 映射 是 从 F% 到 Fx 的 满 
射 . 有 
(f) 与 类 域 论 的 关系 


我 们 现在 来 讨论 至 此 所 讲 过 的 中 心 单 代数 的 理论 与 类 域 论 的 关系 . 
当 K 为 局 部 域 时 , 基于 有 关 K 的 Brauer 群 的 定理 8.25, 我 们 来 定义 局 部 类 域 
论 (定理 8.2) 的 标准 同 态 


PK : K* — Gal(K®/K). 
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又 , 当天 为 整体 域 时 , 基于 有 关 K 的 Brauer 群 的 定理 8.26, 我 们 来 定义 整体 类 域 
论 (定理 8.4) 的 标准 同 态 


pk :Ck — Gal(K®/K). 
首先 设 K 为 局 部 域 . 定义 px 为 由 复合 映射 
(8.7) X(K) x KY 一 Br(K) mx Q/Z 


所 诱导 出 的 同 态 Kx 一 Hom (X(K),Q/Z) = Gal(K%/K). 这 里 的 最 后 那个 等 号 
说 的 是 将 局 部 紧 Abel 群 的 对 偶 的 对 偶 还 是 原来 群 的 Pontrjagin 对 偶 定理 应 用 于 
Gal(K%/K) 所 得 的 结果 . 
其 次 设 K 为 整体 域 . 标准 映射 (8.7) 的 整体 域 版 本 是 基于 定理 8.26 定义 的 ， 
(8.8) X(K) x Cr 一 Q/Z， 


由 此 诱导 出 pk : Ck 一 Hom (X(K),Q/Z) = Gal (K®/K). 
设 xeX(K). 考虑 下 面 的 图 


ey MOR sl 


9 | 人 | yi 


1 一 Br(K) = DBr(K,) =» Q/Z—1 


其 中 , 左 端 的 竖 映 射 是 由 循环 代数 理论 所 给 出 的 X(K) x Kx 一 Br(K) 得 到 的 
K™ — Br(K): am (x,0). 
中 间 的 映射 是 由 在 各 个 素 点 v 的 XX(K。) x KX 一 Br(K,) 得 到 的 
人 一 I re,) :oj (Xe 0)» 


(xx 表示 X 在 XX(K。) 中 的 像 .) 中 间 竖 直 的 映射 的 像 映 到 直 和 Br(K。) 之 中 的 


断言 将 在 88.3(f) 中 加 以 说 明 . 
按照 上 图 表 , 同 态 Ck 一 Q/Z 由 x 导出 , 从 而 得 到 了 (8.8), 因而 得 到 了 pxk. 


88.3 类 域 论 的 证 明 


在 88.3 中 我 们 将 给 出 类 域 论 的 证 明 以 及 决定 局 部 域 和 整体 域 的 Brauer 群 的 定 
理 8.25, 8.26 的 证 明 . 类 域 论 的 证 明 的 工作 量 很 大 , 用 整整 一 本 书 来 给 出 这 个 证 明 是 
很 普通 的 , 而 我 们 却 用 少数 几 页 来 给 出 证 明 , 自然 进行 这 种 陈述 必定 是 困难 的 . 所 以 
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在 本 书 所 包含 的 证 明 里 , 按 如 下 叙述 的 证 明 中 能 清晰 地 看 见 到 处 都 活路 着 ¢ 函数 的 
身影 (参照 (c) 小 节 ), 我 们 在 关键 之 处 一 直 都 想到 它 . 虽然 在 证 明 的 过 程 中 我 们 
力 把 它 写 得 清楚 明白 , 但 是 如 果 读 者 有 不 明白 之 处 , 还 是 建议 跳 过 它 , 而 去 看 整体 
证 明 情 形 . 

证 明 的 安排 是 , 首先 在 (a) 小 节 确 定局 部 域 的 Brauer 群 , 并 在 (b) 中 证 明 局 
域 的 类 域 论 . 

接着 转 到 数 域 的 讨论 . 在 (c) 小 节 中 使 用 ¢ 函数 开辟 出 一 条 从 局 部 理论 通 向 
体 理论 的 道路 . 在 (d) 小 节 中 证 明了 与 整体 域 的 Brauer 群 有 关 的 Hasse 互 反 律 
后 , 则 在 (e) 小 节 中 证 明定 理 8.4 (整体 类 域 论 的 主 定理 ) 的 (1),(2), 而 后 在 (f) 小 
中 确定 出 整体 域 的 Brauer 群 , 最 后 则 在 (g) 小 节 中 完成 了 类 域 论 的 证 明 . 

然而 , 由 于 数 域 是 我 们 的 研究 目标 , 为 了 使 证 明 简洁 , 在 证 明 中 常常 假定 局 部 
或 整体 域 的 特征 为 0. 还 有 , 因 篇 幅 的 原因 , 在 一 些 地 方 我 们 不 加 证 明 地 使 用 了 关于 
完备 离散 赋值 域 的 一 般 理论 . 


(a) 确定 局 部 域 的 Brauer 群 


这 一 小 节 的 目标 是 决定 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 K 的 Br(K), 也 
就 是 说 , 证 明 依照 定理 8.25 所 陈述 过 的 存在 标准 同 态 


invk : Br(K) SS Q/Z. 


证 明 的 想法 是 , 与 在 88.2(e) 中 确定 Br(R) 和 Br(F。) 同样 地 , 利用 循环 代数 的 
理论 (命题 8.28(4)), 把 问题 转化 成 对 范 群 的 讨论 . 
对 于 每 个 > 1 记 K 的 唯一 的 n 次 非 分 歧 扩 域 (推论 6.55) 为 天 


命题 8.29 设 KK 如 上 所 设 , 则 


司 信 


EE 


器” 井 信 赚 


Br(K) 一 UP /K). 口 


这 个 命题 包含 在 关于 完备 离散 赋值 域 的 下 面 的 一 般 的 事实 之 中 , 即 “ 设 天 为 
完备 离散 赋值 域 , 并 设 K 的 剩余 域 为 完全 域 (所 有 有 限 扩张 为 可 分 的 域 称 为 完全 
域 . 有 限 域 是 完全 域 .), 则 对 于 每 个 a e Br(K), 存在 K 的 有 限 非 分 歧 扩 域 使 得 
a e Br(L/K).” 因 篇 幅 缘 故 , 我 们 略 去 了 这 个 事实 的 证 明 . 

根据 命题 8.29, 在 求 Br(K) 时 , 只 要 了 解 了 各 个 Br(K,,/K) 就 可 以 了 . 在 下 面 
我 们 将 证 明 Br(K,/K) 关 22/2, 从 而 得 到 Br(K) 兰 Uiz/z = Q/Z. 因为 K, 为 


K 的 循环 扩 域 (推论 6.55), 故 可 应 用 循环 代数 的 理论 (命题 8.28(4)), 得 到 
K* /NE,/K (KX?) S Br(Kn/K): a (xk, /ks a). 


这 里 的 xk,/yk 为 XX(K) 中 对 应 于 “天 的 循环 扩张 Ka” 与 “作为 Gal(K/K) 的 生 
成 元 的 Frobenius 置换 ”所 构成 的 二 元 组 . 
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此 , 如 果 能 求 出 Nku/z (KX) 问题 就 解决 了 . 对 此 下 面 的 命题 成 立 . 


命题 8.30 让 K, Kn 如 上 所 设 , 又 Ok 为 K 的 赋值 环 , 且 为 K 的 素 元 . 于 
是 Nk,/K(KX) 等 于 由 O% 与 mm 生成 的 有 Kx 的 子 群 . 因此 , K* /Nk,/K (KX) 2 
i 的 类 生成 的 n 阶 的 循环 群 . 

这 个 命题 的 证 明 我 们 后 面 再 讨论 . 

根据 以 上 的 讨论 , 我 们 得 到 了 同 构 


a 1 
(8.9) Br(Ka/K)S 12/2: (ss T) oF mod 


它 不 依赖 于 K 的 素 元 r 的 选取 方式 . 当 m > 1 为 n 的 倍数 时 , 包含 映射 所 构成 的 
图 表 E 
(8.10) Br(Kn/K) S Br(Km/K) 


<| <| 


32Z/Z Ss #12/Z 


为 交换 的 (后 面 再 讲 其 理由 ), 因此 当 n 变动 时 将 同 构 (8.9) 合并 在 一 起 便 给 出 了 所 
想 要 的 同 构 
invk : Br(K) = (JBr(Kn/K) SU 12/2 =Q/Z. 


为 证 明 图 表 (8.10) 的 交换 性 , 只 要 断定 D(x) = (xk,/k;7) 即 可 . 这 可 
从 到 Xeon/ = XKn/K 得 到 . 
同 构 invx 的 定义 也 可 像 下 面 那 样 表达 . 对 于 满 射 


Gal(K®/K) 一 Gal(K™/K) Gal(F,/Fo) SZ 
的 每 项 以 Homss( ,Q/Z) 作用 , 则 得 到 单 射 


Q/Z EX(Fd) = X(K). 


按照 这 个 单 射 , X(F。) 可 看 成 与 六 (K) 中 的 所 有 “ 非 分 歧 元 ”形成 的 子 群 等 同 . (X(K) 
的 元 x 为 非 分 歧 是 说 对 应 于 x 的 K 循环 扩 域 在 K 上 非 分 歧 .) 在 上 面 所 证 明 的 事 
实 是 说 , 当 取 K 的 素 元 + 时 , XX(K) 一 Br(K) : xm (x,7) 限制 到 X(F) Cc X(K) 
则 给 出 了 与 r 的 选取 方式 无 关 的 同 构 


Q/Z EX(Fg) S Br(K), 


而 这 个 同 构 的 逆 映 射 便 是 invK. 
上 面 所 用 到 的 命题 8.30 是 由 下 面 的 关于 完备 离散 赋值 域 的 一 般 性 结果 推导 出 的 . 
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命题 8.31 设 天 为 完备 离散 赋值 域 , Ok 为 KK 的 赋值 环 , p 为 Ok 的 极 大理 
想 , 已 为 剩余 域 Ok/p. 又 设 A 为 Ok- 代数 , 其 作为 Ok 模 为 有 限 生成 自由 模 , 并 
且 有 FF- 代数 同 构 
A/pA Mn(F). 
于 是 ,作为 Ok- 代数 有 
A Ma(Ok). 0 
命题 8.31 的 证 明 省 略 . 


[命题 8.30 的 证 明 ] 因为 K, 为 K 的 非 分 歧 扩 域 , 故 r 在 K, 中 也 是 素 元 . 
因此 , Kx 由 OX 与 7 生成 .因为 NKn/K(OK,) C OK, 故 Nk,/K(KX) 包含 在 
由 O% 与 Nk,/k(7) = mm 生成 的 Kx 的 子 群 之 中 . 因此 , 如 果 能 证 明 OX 包含 在 
NK/K(KX) 之 中 , 则 命题 8.30 便 能 得 到 证 明 . 

设 we OX. 要 证 明 we Nk, jk(KX), 根据 循环 代数 的 理论 (命题 8.28(4)), 只 要 
证 明 (xxk,yxk,u) = 0 即 可 . 也 就 是 说 , 只 要 证 明 作为 K- 代数 有 

4(XKwyKu) SE Mn(K) 
即 可 . 定义 
Axgwnr; 1) = BD Knp: 


(采用 了 §8.2(e) 的 记号 ) 的 子 环 A 为 


i=0 


nl 
A= Dor,P. 


i=0 


这 是 个 Ok- 代数 作为 Ok 模 为 有 限 生成 自由 模 . 而 


nol 
A/pAS DF .让 


i=0 

为 Fe 上 的 循环 代数 . 事实 上 , 令 x e X(F,) 为 
Gal (Fa /Fs) —» Gal (Fyn /Fs) —» Q/Z 

vy vy 

Ugn 局 地 mod Z,， 
则 .4/p4 = A(x,wu mod p). 因 Br(Fa) = 0, 作为 Fo- 代数 有 

A/pA Se Mn (Fa). 

此 根据 命题 8.31, 作为 Ok- 代数 有 A 兰 M.(Ok)， 由 此 同 构 得 出 K- 代数 同 构 
A(Xkn/K,) 宇 Mn(K). (在 前 面 一 个 同 构 中 取 go 天 便 得 到 了 后 一 个 同 构 .) a 


由 命题 8.31, 可 以 得 到 对 于 整体 域 的 Brauer 群 的 下 面 结果 (定理 8.26 的 一 部 
分 ), 我 们 将 在 此 给 出 证 明 . 
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命题 8.32 设 K 为 整体 域 , 则 Br(K) 一 [Br(K) (v 遍历 K 的 素 点 ) 的 像 
包含 在 级 Br(K,) 中 


[证 明 ] 设 4 为 K 上 的 中 心 单 代数 , 令 dimk(4) = mn?. 只 要 证 明 对 几乎 所 有 
的 素 点 v, 有 4 @k Ku 作为 Ku- 代数 与 Mn(K,) 同 构 即 可 . 

令 m= dimk(4)(= mn2), (ei)isism 为 4 作为 天 线性 空间 的 基底 . 对 于 天 的 各 
个 有 限 素 点 v, 定义 A@k K。 = 力 Kvei 的 0, 模 A 为 4, = 旨 oOuei. 像 下 面 将 


证 明 的 , 对 几乎 所 有 的 有 限 素 点 避 以 下 的 0), (), (in 成 立 。 一 

(Or Ch. 

人 区 如 果 z,y e .4 那么 zy € 4. 

(者 ) 按照 (), (ii, 在 将 4。 看 作 Ou- 代数 时 , 则 Ou- 代数 同 态 

A, @o, A — Endo, (4s) : a@ br (2 ++ azt) 

为 同 构 . (这 里 的 Endo, (4。) 为 所 有 O。 模 同 态 A, 一 .4。 的 集合 以 映射 复合 为 积 构 
成 的 环 .) 

我 们 来 证 明 对 于 (i), (ij), (ii) 成 立 的 有 限 素 点 v, 作为 K。- 代数 有 A @k 天 兰 
Mn(Kv). 设 p, 为 Ou 的 极 大 理想 , 并 令 Fu。 = Ou/pu, 在 ( 阁 ) 中 施行 运算 ( )/p,( )， 
则 得 到 了 Fu- 代数 同 构 


A /psAs @r, (4u/pu4u)" S Endr,(As /puAs): a ® bm (rrmazb 


由 命题 8.21 知 , 它 表 明了 .4u/pu4。 为 F, 上 的 中 心 单 代数 ,因为 Br(F。) = 0, 故 
A。 /puA。 作为 Fu- 代数 与 Mn(F。) 同 构 , 那么 , 可 对 .4。 应 用 命题 8.31, 于 是 有 Ou- 
代数 同 构 


A Mn (Ov). 
对 此 同 构 施行 &o, K, 则 得 到 了 K,- 代数 同 构 
AQ@k Ky Mn(K,). 
现在 来 证 明 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v, (i),(ij),( 道 ) 均 成 立 . 我 们 定义 K 中 元 
ai, bijk， Cijkl (i,jk,1 为 在 1 与 m 之 间 变 动 的 整数 ) 如 下 : 


m 
1= De eiej = Dhuer: 


而 2 @elE€ AB@k 4° 在 A@k 4° 二 Endk(4) 下 的 像 为 将 ei 映 到 ej, 将 


es(s 让 映 到 0 (就 是 说 ， Demereset 当 s=i 时 为 ej, 当 s 关 i 时 为 0). 那么 ,对 


于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 v， 和 ai bijk， Cijkl 全 都 在 0, 之 内 . 因 ui e 0, 故 (i) 成 立 . 
因 bijk e Oo 故 人 成 立 , 又 因 cijrt € Ou 故 ( 诞 ) 成 立 . n 


* 264 . 第 八 章 ”类 域 论 (ID 


(b) 局 部 类 域 论 的 证 明 
在 本 节 将 证 明 局 部 类 域 论 的 主 定理 8.2. 但 为 了 使 叙述 简洁 , 在 一 部 分 证 明 中 假 
定 K 具有 特征 0. 
首先 证 明 下 面 的 命题 以 作 准 备 
命题 8.33 设 开 为 局 部 域 , 研 为 其 有 限 可 分 扩 域 . 
(1) 下 面 的 图 表 可 交换 ; 
Br QZ 


le 


Br(L) rr Q/Z 


(2) Br(L/K) = Ker(Br(K) 一 Br(D)) 的 阶 为 [L: K]. 

[证 明 ] 由 于 KK 为 R 和 C 的 情形 简单 故而 略 去 . 现 假设 K 为 剩余 域 为 有 限 域 
的 完备 离散 赋值 域 . 

在 此 情形 下 (2) 由 (1), 根据 inv 为 同 构 的 事实 得 到 . 现在 来 证 明 (). 设 工 在 
五 上 的 分 歧 指数 为 。 剩余 次 数 为 f. 于 是 [L : K] = ef (命题 6.22,6.35). 设 为 天 
的 素 元 , ' 为 工 的 素 元 , 由 于 有 r = (n')eu, we OF, 故 图 表 


Q/Z XEF) DN, Br(K) 
mili | 


Q/Z SX(Fa) (=eL 0) Br(D) 


为 交换 . 从 而 由 此 得 到 了 命题 8.33(1). a 


转向 定理 8.2 的 证 明 . 由 于 天 为 RR 和 C 的 情形 在 §8.1(e) 已 经 做 过 , 故 在 下 面 
我 们 假设 K 为 以 有 限 域 F。 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 . 

根据 在 前 面 (a) 小 节 得 到 的 同 构 invk : Br(K) 急 Q/Z, 使 用 在 88.2(f) 叙述 过 
的 方法 , 得 到 了 标准 同 态 pk : Kx 一 Gal (K%/K) . 首先 证 明 下 面 的 命题 . 


命题 8.34 标准 同 态 pk : Kx -Gal(K%/K) 对 于 KK 的 每 个 有 限 Abel 扩 域 
工 诱导 出 商 群 之 间 的 同 构 
K*/Ni/k(L*) S Gal(L/K). 
[证 明 ] 首先 证 明 复合 映射 Kx 续 Gal (Ko%/K) Gal(L/K) 将 Nik(L*) 带 


到 {1}. 对 此 , 我 们 把 所 有 的 特征 x : Gal(L/K) ~，Q/Z 看 做 x e XX(K) 时 , 应 有 
Xlpx (Nzyk(L*))) = {0}, 就 是 说 , 只 要 证 明 在 Br(K) 中 Co Niyr (LX*)) = {0} 即 可 . 
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令 对 应 于 x 的 K 的 循环 扩 域 为 Kx, 那么 这 个 断言 便 由 (x, Nk、jx(KX)) = {0} ( 命 
题 8.28(4)), 及 由 LD Kx 得 到 的 事实 NLjk(L*) C Nk、jk(KX) 而 推导 出 来 . 
其 次 我 们 来 证 明 ， 这 样 得 到 的 Kx/NZjk(L*) 一 Gal(L/K) 为 满 单 射 ， 首先 
证 明 这 是 一 个 满 射 。 为 此 , 我 们 只 要 证 明 如 果 Gal(L/K) 特征 x < X(K) 满足 
Xl(px(KX)) = {0}, 则 x = 0 就 可 以 了 ， 如 果 x(pk(K*)) = {0}, 则 在 Br(K) 
中 (x,K*) = {0}， 因 此 根据 命题 8.28(4), Br(Kx/K) = 0， 于 是 由 命题 8.33 有 
[Kx : K] = #(Br(Kx/K)) = 1, 从 而 得 到 x =0. 

现在 来 证 明 这 个 满 射 为 单 射 , 这 只 要 证 明 #(K*/Nz/jk(L*)) < [L:K] 即 可 . 对 
于 使 K c M c 工 的 域 M, 因为 存在 正 合 序列 


M* /Nr/u(L™) 弦 坊 K* /NE/k(L*) = K*/Nua/k(M*)— 1, 


故 有 

#(K* /NE/r(L™)) < #(K* /Nm/r(M™)): #(M*Y /Ni/m(L™*)). 
于 是 根据 对 于 [L : K] 的 归纳 法 , 将 问题 归结 为 [L : K] 为 素数 的 情形 , 而 这 种 情形 工 
是 K 的 循环 扩 域 . 于 是 由 Kx /Ni/x(L*) 兰 Br(L/K)( 命 题 8.28(4)), 根据 命题 8.33 
有 


#(K*/NL/r(L”))=#(Br(L/K)) = [L: K]. ' 

在 此 我 们 已 知道 pk 具有 了 定理 8.2(1) 的 性 质 (i). 
命题 8.35 设 KK 是 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 ， 则 pk 具有 定理 
8.2(1) 的 性 质 (这 . 


[证 明 ] 这 由 K* 为 K 的 全 部 素 元 所 生成 的 事实 ， 以 及 对 于 x € X(Fs) 和 
KK 的 素 元 , 将 x 看 作 X(K) 的 元 后 x(pk(7)) = invk(x,7) < Q/2 与 在 同 构 
X(Fa) s Q/Z 之 下 x 的 像 相等 的 事实 (因为 invx 是 Q/Z 涯 X(F) (一 中 Br(K) 的 
逆 像 .) 得 到 . 


命题 8.36 设 天 为 局 部 域 , 则 pk 为 连续 . 


[证 明 ] ”我 们 在 假设 K 的 特征 为 0 之 下 证 明 . 为 此 , 只 要 对 于 K 的 各 个 有 限 
Abel 扩 域 工 证 明 pk 所 导出 的 同 态 Kx 一 Gal (Z/ 天 ) 为 连续 即 可 . 为 此 , 只 要 指出 
这 个 同 态 的 核 是 个 开 子 群 就 好 了 . 此 同 态 的 核 为 Kx 的 指数 为 有 限 的 子 群 , 故 依照 


习题 6.5 知 其 为 开 子 群 . IE 
定理 8.2(1) 中 的 “唯一 ”性 由 下 面 命题 得 到 . 
命题 8.37 假设 同 态 p' : Kx 一 Gal(K%/K) 具有 下 面 的 性 质 iD)，( 划 , 则 p' = 


pK: 
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人 设 工 为 天 的 循环 扩 域 , 则 复合 映射 
Kx © Gal(K®/K) —» Gal(L/K) 


将 Niyk(LX) 映 到 {1}. 
(ii 对 于 K 的 有 限 非 分 歧 扩 域 也, 在 复合 映射 


K* 2 Gal(K®/K) — Gal(L/K) 
下 KK 的 任意 素 元 的 像 为 Frobenius 置换 . 


[证 明 ] 因为 Kx 为 K 的 全 体 素 元 生成 的 群 , 故 只 要 对 于 K 的 全 部 素 元 7 证 
明 w(r) = pr(r) 即 可 , 于 是 如 果 能 证 明 对 于 所 有 Xe X(K) 有 x(p'(7)) = x(pk (7)) 
就 好 了 . 

设 x(or(m)) 的 阶 数 为 n, 并 设 Kn 为 K 的 唯一 的 n 次 非 分 歧 扩 域 . 因为 
PK(7) 在 Gal(Kn/K) 中 的 像 为 Frobenius 置换 是 为 Gal(K,/K) 的 生成 元 , 故 存 
在 Gal(Kn/K) 的 特征 ye X(K) 满足 Wok(m)) = Xx(pk(7))， 当 取 工 为 对 应 于 
多 -X 的 五 的 循环 扩 域 时 , 复合 映射 Kx 此 Gal (Ko%/K) 一 Gal(L/K) 便 将 映 
到 1. 于 是 , 按照 命题 8.34 知 , re Nijx(L*). 那么 由 p' 的 性 质 (i) 知道 w(r) 在 
Gal(L/K) 的 像 为 1, 从 而 


他 -mnD)=0. 
又 根据 p' 的 性 质 (i) 知 %ep' = 区 opr. 于 是 ， 
X(P' (mT)) = yp (nm)) = Vpr(n)) = x(pr(n)). a 


最 后 , 我 们 在 天 的 特征 为 0 的 情形 下 来 证 明定 理 8.2(2). 
一 般 情 形 下 , 对 于 拓扑 Abel 群 G, G 的 指数 有 限 的 开 子 群 与 Homaa(G,Q/Z) 
的 有 限 子 群 , 按照 H': H'= {x | x(H) = {0}}, 及 = 门 Ker(), 得 到 1-1 对 


外 
应 . 将 此 应 用 于 G = Gal (Ke%/K) 与 G = Kx 的 情形 , 于 是 笑 于 定理 8.2 的 证 明 转 
化 为 关于 特征 群 方面 的 如 下 陈述 的 证 明 : 令 


X'(K) = (从 K* 到 Q/Z 的 有 限 阶 连续 同 态 全 体 )， 


则 
X(K) SS X'(K) :x xopk. 
闵 (K) 一 X‘(K) 为 单 射 , 这 可 由 对 于 K 的 每 个 有 限 Abel 扩 域 工 有 Kx 一 
Gal (L/K) 为 满 射 的 事实 得 到 . 
而 对 于 其 为 满 射 这 一 点 , 我 们 则 在 K 的 特征 为 0 的 假设 下 进行 证 明 . 设 第 所 
X'(K), 要 证 明 x 落 在 XX(K) 一 X'(K) 的 像 中 . 设 x 的 阶 数 为 n, 如 果 天 包含 nn 次 
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本 原单 位 根 6%, 则 根据 以 下 的 引 理 8.38(1) 知 , x 在 XX(K) 一 X'(K) 的 像 中. 至 于 
一 般 情 形 , 根据 下 一 个 引 理 8.38(2) 知 , 由 K(Cn) 为 K 的 有 限 Abel 扩 域 可 将 其 归 到 
Sn 五 的 情形 . 于 是 , 如 果 能 证 明 下 面 的 引 理 8.38, 则 定理 8.2 就 在 K 的 特征 为 0 
的 情形 下 得 到 证 明 . 

引 理 8.38 设 KK 为 特征 0 的 局 部 域 . 

(有 ) 设 n>1, 并 令 Xn(K)= {xEX(K)|nx=0}, XI(K)= {xe X'(K)|nx= 
0}. 又 设 天 包含 了 次 本 原单 位 根 , 则 


Xn(K) SS XIK): x Xo pk. 
(2) 设 KK 为 局 部 域 , 工 为 KK 的 有 限 Abel 扩 域 ,并 设 Xe X'(K). 如 果 XoNz/k E 
X'(L) 落 在 XX(L) 一 XX'(KK) 的 像 中 , 则 X 落 在 XX(K) 一 X'(K) 的 像 中 . 
[(1) 的 证 明 ] 证 明 的 方法 是 考虑 单 射 的 序列 
K*/(K*)" — Xn(K) — Xi(K) 


(在 后 面 将 给 出 第 一 个 映射 的 定义 ), 并 进一步 证 明 Kx/(Kx)" 与 X/(K) 是 阶 相等 
的 有 限 群 , 从 而 得 到 X,(K) 名 Xi(K). 
对 于 包含 了 次 本 原单 位 根 的 域 k, 定义 同 构 


RX/(k*)" S Xn(k) = Homas (Ga (5/k), izz) 


如 下 ， 由 于 Ge k, 那么 , 对 于 ae kx, k( Wa) 是 大 的 Abel 扩 域 . 定义 群 同 态 
kX 一 Xn(k) :am Xa 为 xa(o) = 五 ,其 中 为 使 o( Wa) = Gr Wa 成 立 的 整数 . 由 于 
当 a se (kx)" 时 , 有 xa = 0, 故 同 态 o -Xe 诱导 出 了 同 态 kx/(kX)" 一 Xn(k). 尽 
管 根据 Kummer 理论 可 知 这 是 个 同 构 映射 , 但 在 此 , 对 引 理 8.38 证 明 这 却 是 必要 的 . 
我 们 只 给 出 其 为 单 射 的 证 明 . 如 果 a e kx,x。 = 0, 则 因为 对 于 所 有 o € Gal (kab/k) 
有 o( Wa) = Wa, 从 而 Wae kx, 即 ae (kx)". 因此 kX/(kX)" 一 XX,(k) 为 单 射 

由 习题 6.5 知 Kx/(K*)" 为 有 限 群 . 那么 由 Xi(K) 与 Kx/(Kx)" 是 阶 相同 的 
有 限 群 , 以 及 将 X%(K) 视 为 K*/(K*)" 的 特征 群 , 根据 一 般 的 对 于 有 限 Abel 群 G 
而 言 , G 的 阶 与 G 的 特征 群 的 阶 相等 的 事实 , 便 得 到 结论 . 上 

在 证 明 引 理 8.38(2) 之 前 先 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 8.39 设 玉 为 局 部 域 , 工 为 K 的 有 限 可 分 扩 域 , 则 下 图 表 


Lx 2, Gal(L®/L) 
Nx 
K* LAE, Gal(K*/K) 
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可 交换 . 其 中 , 右 侧 的 竖 直 映射 为 Gal(L%/ 工 ) 的 元 在 K% 上 的 限制 给 出 的 同 态 . 


[证 明 ] ”因为 天 = R,C 情形 的 证 明 容易 , 故而 我 们 设 K 为 以 有 限 域 F 为 剩余 
域 的 完备 离散 赋值 域 . 对 于 所 有 x e X(K) 与 ceZx, 我 们 只 要 证 明 invk(X, Nzjx(a)) 
= invz(Xrz,a) 就 可 以 了 . 因为 Lx 由 工 的 全 体 素 元 生成 的 , 那么 只 要 取 a 为 工 的 
素 元 就 行 了 . 令 工 在 K 上 的 剩余 次 数 为 六 与 命题 8.37 的 证 明 一 样 , 取 非 分 歧 元 
罗 EX(Far) CX(L) 使 得 (w,a) = (xz,a). 由 于 Q/Z 兰 X(Eo) 一 X(For) 兰 Q/Z 为 在 
Q/Z 上 的 7 倍 映射 , 故 为 满 射 , 从 而 存在 非 分 歧 元 p Ee X(Fs) Cc X(K) 使 得 pr = 办 
令 pL 一 XL € 久 (I) 所 对 应 的 工 的 循环 扩 域 为 L, 那么 ,由 于 (pL 一 xL,a) =0, 故 a= 
zjz(b be (5)X. 令 对 应 于 px 的 KK 的 循环 扩 域 为 K', 由 于 (yp 一 x)r' =0, 故 K' 
含 于 L' 之 中 . 那么 我 们 有 Nzjk(a) = NEjyk(b) = Ng'/kNE'/K'(b) € Ng'/K((K')*). 
于 是 (p 一 x, Nzyx(a)) = 0. 因此 


invk (Xx, NL/K(a)) = invk (¥, NL/x(a)) 
二 VK(NZ/K(Q)) (yw 在 X(Fa) 名 Q/Z 下 的 像 ) 
= (pg 在 X(Fa) 马 Q/Z 下 的 像 )= (pr 在 X(Far) 写 Q/Z 的 像 ) 


= invi(pL,a) = invr (xz, a). 


在 这 里 , vk, vz 分 别 是 K, 工 的 离散 赋值 , 第 二 , 第 五 个 等 式 分 别 来 自 pk, pr 具 
有 定理 8.2(1) 的 性 质 (i, 而 第 三 个 等 式 则 来 自习 题 6.2(1). 上 


[ 引 理 8.38(2) 的 证 明 ] 由 考虑 工 与 天 的 中 间 域 , 可 将 问题 归结 为 工 是 天 的 循 
环 扩 域 情形 . 现 设 工 为 K 的 循环 扩 域 , 并 令 G = Gal(L/K). G 以 下 面 方式 作用 于 
X(D), X'D): o € G 的 作用 是 将 x € X(L) 带 到 Gal(L%%/L) 一 Q/Z:rm X(5-175) 
(这 里 的 5 是 Gal(L%/K) 的 元 , 它 在 Gal(L/K) 中 的 像 为 o), 而 x e X'(L) 则 被 带 
到 了 xo0-! eX'(L). 

现在 取 Xi e X'(K), 并 让 xie Nijk e X'(L) 为 xa e X(L) 的 像 . 我 们 想 要 证 
明 x 是 X(K) 中 某 个 元 的 像 . 对 于 G 模 M, 记 在 G 作用 下 不 动 的 M 的 元 的 全 体 
为 MS. 于 是 , xie Nzjk E X'(L)S, 并 由 于 G 模 同 态 X(L) 一 X'(L) 为 单 射 , 故 x2 
属于 X(L)S. 

再 证 明 X(K) 一 六 (L)5 : X mm Xxz 为 满 射 . 设 o 为 G 的 生成 元 , 并 固定 一 个 上 
面 所 给 出 的 5 € Gal(L%%/K). 令 G 的 阶 为 mw 并 将 Gal (Lr%*/K) 的 元 写成 唯一 的 形 
式 hai (ie Gal(L%%/L), 0<j<n). 对 于 XeX(L)S, 取 seQ/Z 使 得 ns=X(5)， 
并 定义 x :Gal(L%%/K) 一 QZ 为 6 x(u)+js (ueGal(L%/L),0<j<n), 那 
么 X 是 个 群 同 态 , 从 而 诱导 出 Gal(K%/K) 一 Q/Z, 并 将 其 看 为 X(K) 的 元 , 从 而 
清楚 地 看 出 x, = x. 

因此 , 存在 xs e X(K) 使 得 xz = (Xs)z， 根 据 命题 8.39 知 , xi 一 Xa o pk 
将 Nzyk(LX) 化 零 ， 这 时 , 将 x 一 xso pk : K*/Nzyk(L*) 一 Q/Z 与 标准 同 构 
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KX /Ni/k(L*) 衬 Gal(L/K) 的 复合 x4 : Gal(L/K) 一 Q/Z 看 成 是 X(K) 的 元 , 便 
得 到 了 xa = (xs + Xa) opk: [ 


(ec)〈 的 应 用 


汇集 有 关 局 部 域 的 在 (a), (b) 的 结果 以 便 推导 出 关于 整体 域 的 结果 时 , 具有 将 
局 部 对 象 相互 连接 特性 的 ¢ 函数 发 挥 了 有 力 的 作用 . 在 本 小 节 (c) 中 利用 ¢ 函数 得 
到 了 四 个 定理 (8.40, 8.41, 8.42, 8.44). 


定理 8.40 设 工 为 整体 域 KK 的 有 限 可 分 扩 域 . 如 果 玉 的 几乎 所 有 的 素 点 在 工 
中 完全 分 解 , 则 研一 天. 


[证 明 ] 证 明 方法 如 次 . 由 所 说 的 假设 “几乎 所 有 .……: 完全 分 解 ”推导 出 大 
体 上 Cr(s) 与 GK(9)EC5 相等 ,再 由 Cx(s) 与 bi(s) 在 s = 1 都 具有 一 阶 极点 从 而 推 
出 [L:K]=1. 

设 5 为 K 的 有 限 素 点 中 能 在 工 里 完全 分 解 的 所 有 那些 点 的 集合 , 记 5 的 元 上 
的 工 中 的 全 部 素 点 的 集合 为 T. 对 于 每 个 ve 5, 存在 [L:K] 个 v 上 点 weT, 由 
于 它们 满足 N(v) = N(w), 故 有 


[LZ:K] 

(8.11) IIa=- wo- = (He = ne) : 
weT VES 

另 一 方面 , 因为 由 假设 知 5, 了 的 补 集 为 有 限 , 故 由 于 Cx(s), CL(s) 在 s= 1 具 

有 一 阶 极点 , 故 知 T(G =- N(o-5)-! 与 T[(G- Ngo)-9)-:1 都 在 s= 1 有 一 阶 极点 . 


将 此 与 (8.11) 比较 出 知 [L:K]=1. 也 就 是 说 汪 涯 肛 ， a 


下 一 个 定理 8.41(2) 是 在 Galois 扩张 情形 , 以 考虑 Kronecker 密度 的 方式 将 定 
理 8.40 加 以 精细 化 , 而 且 依 然 使 用 了 ¢ 函数 进行 证 明 . 


定理 8.41 设 KL 如 定理 8.40 所 设 . 

(有 ) 令 了 为 工 的 满足 如 下 条 件 的 所 有 有 限 素 点 w 的 集合 :“ 由 在 K 之 上 非 分 
歧 , 当 记 也 之 下 的 KK 的 素 点 为 u 时 , 剩余 指数 f(w/v) = 1”, 则 了 的 Kronecker 密 
度 为 1. 

(2) 设 工 为 KK 的 Galois 扩 域 . 令 5 为 KK 的 所 有 那些 在 工 上 完全 分 解 的 有 限 
素 点 的 集合 , 则 S 具有 Kronecker 密度 [L: K]-1. 


[证 明 ] (1) 令 T' 为 工 的 那些 有 限 素 点 的 集合 , 它们 在 K 上 非 分 歧 但 不 属于 
T. 如 果 we T', 那么 对 于 w 之 下 的 K 的 素 点 v 便 有 N(w) > N(v)?, 由 于 K 的 每 
个 素 点 v 之 上 的 工 的 素 点 的 个 数 为 [L : K], 那么 , 当 s > 1 时, 有 
No 一 < 区 :本 DO Nw) 


weT’ 
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其 中 , v 遍历 K 的 所 有 有 限 素 点 . 当 s | 1 时 , 因 这 个 不 等 式 的 右 端 有 界 , 故 T' 的 
Kronecker 密度 为 0, 从 而 并 的 Kronecker 密度 为 1. 

(2) 在 (1) 中 所 考虑 的 了 与 S 之 上 的 工 的 所 有 素 点 一 致 , 从 而 3 的 Kronecker 
密度 为 区 : 天 ]-1. a 

定理 8.42 设 KK 为 整体 域 . 

(1) X(K) 一 [[X(K) 为 单 射 . 


(2) Br(K) 一 I Br(K。) 为 单 射 . 
其 中 的 v 遍历 KK 的 所 有 素 点 . 


[(1) 的 证 明 ] (1) 可 由 定理 8.40 按 下 面 的 方式 推导 出 来 . 设 x e X(K), 并 令 对 
应 于 x 的 K 的 循环 扩 域 为 Kx. 对 于 K 的 素 点 w X 在 XX(K,) 中 的 像 为 0 与 v 在 
Kx 中 完全 分 解 是 一 回 事 . 因此 , 如 果 x 属于 X(K) 一 [[X(K,) 的 核 , 则 天 的 所 


有 素 点 均 在 Kx 中 完全 分 解 . 因此 根据 定理 8.40 Kx = 天 从 而 x = 0. 中 


(2) 可 用 整体 域 上 的 中 心 单 代数 的 ¢ 给 出 如 下 的 证 明 . 因 定 理 8.42 的 (1) 与 (2) 
有 着 相似 的 样子 , 而 (1) 使 用 ¢ 进行 了 证 明 , 那么 (2) 也 应 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 . 
设 4 为 K 上 的 中 心 单 代数 , 定义 4 的 5 函数 C4(s) 为 形 如 


ca(s) = [I[¢al,s) 


的 Euler 积 . 在 这 里 v 遍历 K 的 所 有 素 点 , 而 C4(v,s) 是 由 K。 上 的 中 心 单 代数 
A@K K。 所 决定 , 其 定义 如 次 . 首先 定义 5(w, s) 当 w 为 有 限 素 点 时 为 (1-- N(o)-s)-1， 
当 v 为 实 素 点 时 为 TR(s), 而 当 v 为 复 素 点 时 为 Tc(s). 我 们 有 


A®k Ky, ES Mm(v)(D»), 


这 里 的 D。 是 K。 上 中 心 单 代数 的 可 除 代数 , 并 令 dimk,(D。) = r(v)?, 此 时 定义 
C4(v,s) 为 


m(v)—1 


calv,s)= I C0,s—r(v)k). 


例如 , 取 4 为 4(-1 -1LQ), 则 


Slv,s)C(v,s—1) v8#00, (2) 
Ca(u,s) = 
(vw, s) v=o0 或 (2). 


令 dimk(4) = n2, 由 于 对 于 几乎 所 有 的 v 有 A @xk Ko Ma(K,) (命题 8.32)， 
n—l 

故而 对 于 几乎 所 有 的 v 成 立 Ca(u,s) = [Cv,s -A). 也 就 是 说 , C4(s) 在 除去 有 限 
k=0 
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个 素 点 之 外 与 Hae- ) 相等 . 因此 , 可 以 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函 数 . 


进一步 说 , 当 A 为 可 除 代数 时 ， 按照 在 87.5 中 的 Dedekind ¢ 函数 进行 解析 延 拓 的 同 
样 方法 , 能 够 证 明 以 下 的 断言. 


命题 8.43 设 A 为 整体 域 及 上 的 中 心 单 代数 , 且 A 为 可 除 代 数 . 当 令 dimx (4) 
三 nn2 时 , 如 果 K 为 数 域 , 则 C4(s) 只 在 s= 0 和 s 二 n 具有 极点 ; 如 果 K 为 有 限 域 
上 的 单 变量 代数 函数 域 , 令 天 的 常数 域 为 Fg, 则 C4(s) 只 以 (1 一 gs)(1 一 g"-*) 
零点 为 极点 . 


[定理 8.42(2) 的 证 明 ] 我 们 应 用 命题 8.43 来 进行 证 明 . 设 a 为 Br(K) 一 
TBr(K) 的 核 中 的 元 ， 又 设 代表 a 的 天 上 的 中 心 单 且 可 除 的 代数 为 4, 并 令 


dimx(4) = 亿 , 由 对 于 a 的 假定 , 知 对 于 K 的 所 有 素 点 v 有 A@xk K, > M,(K,). 
因此 ， 


n—l 
¢4(s)= II Il¢,s —k) 


k=0 v 


按照 87.5, 此 式 右 端 在 s = n 一 1 处 具有 极点 . 因此 根据 命题 8.43 有 n 一 1 = 0. 就 是 
说 4= 天 ,从 而 a=0. 上 


下 面 定理 中 (2) 的 证 明 需 要 用 到 Hecke 的 工 函数 . 


定理 8.44 设 天 为 整体 域 . 
(1) 如 果 工 是 KK 的 有 限 可 分 扩 域 , 则 Nz/F(Cz) 是 Ck 的 具有 限 指数 的 开 子 群 . 
(2) 如 果 工 为 K 的 有 限 Galois 扩 域 , 则 #(Cr/ANryK(Cr)) < [L:K]. 


[证 明 ] (1) 证 明 是 在 K 作为 数 域 情形 给 出 的 . 对 于 K 的 任 一 素 点 v, 取 vw 
为 在 " 上 的 工 的 一 个 素 点 . 对 于 K 的 所 有 素 点 v, NZ,/k,(L%) 为 Kx 的 开 子 群 
(根据 命题 8.36 的 证 明知 ). 对 K 的 几乎 所 有 有 限 素 点 v, NL,/k,(L%) 包含 了 OX 
(由 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 w L。, 为 K, 的 非 分 歧 扩 域 , 以 及 命题 8.30 得 到 ). 由 
此 可 知 ,Nz/jk(A¥) 为 A% 的 开 子 群 , 从 而 知道 Nijk(Cz) 为 Ck 的 开 子 群 .因此 
Cxk/Nr/k(CL) 成 为 关于 Ok 的 某 个 非 零 理想 a 的 有 限 群 C1(K, a) 的 商 群 (命题 
6.112), 故 为 有 限 (命题 6.111). 

(2) 令 5 为 K 的 所 有 那些 在 工 中 完全 分 解 的 有 限 素 点 v 的 集合 , 又 令 5' 为 KK 
的 所 有 那些 有 限 素 点 v 使 得 KX 在 Ck/Nz/jk(CL) 的 像 为 {1} 的 集合 . 于 是 下 面 的 
(GD，(i)，(ii) 成 立 . 

(i) 5 具有 Kronecker 密度 [L : K]-! 

这 是 定理 8.41. 

(ij) 5' 具有 Kronecker 密度 #(Ck/Nzjx (CL))-! 

这 是 在 $7.5 中 利用 Hecke L 函数 所 证 明 的 . 
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(ii) SC 3/. 

这 是 因为 , 如 果 we 5S, 当 取 v 之 上 工 的 素 点 为 w 时, 由 K。 外 Zo 有 
NEw/K (LY) = NK,/K,.(KY) = KY, 因此 ve 3/. 

由 上 面 的 (i), (ii), ( 阁 ) 得 到 了 


[ZL:K]! < #(Ck/Ni/r(CL)). 
因此 , #(Ck/Nzyk(C1)) < IL: Kl]. ' 
(d) Hasse 互 反 律 的 证 明 


在 下 面 的 (d), (e), (f), (g) 小 节 中 处 理 的 是 数 域 (有 限 域 上 的 单 变 量 代数 函数 域 
大 体 上 能 以 同样 的 方法 处 理 ). 
我 们 给 出 关于 数 域 K 的 Brauer 群 的 Hasse 互 反 律 


若 ae Br(K) 则 Dinvx,(ax,)=0 


的 证 明 . 

如 果 能 证 明 下 面 的 引 理 8.45, 8.46 就 可 以 了 . 称 Xe X(K) 为 分 圆 特 征 , 如 果 对 
应 于 x 的 循环 扩 域 包含 在 对 于 某 个 N > 1 的 K(Cw) 之 中 . 

引 理 8.45 设 K 为 数 域 , 而 ae Br(K), 则 有 分 圆 特征 XX EX(K) 及 ae Kx 
使 得 a = (x, a). 口 


引 理 8.46 设 KK 为数 域 , Xe 义 (KK) 为 分 圆 特 征 , ae Kx, 则 


Dinvx, (xx,,a) =0. 口 


根据 命题 8.28(4), 要 证 明 引 理 8.45 只 要 证 明 下 面 的 断言 即 可 , 即 “ 存 在 K 的 循 
环 扩 域 L, 使 得 a e Ker(Br(K) 一 Br(D))， 并 且 对 于 某 个 N >1 有 工 CQ(Cv)”. 对 
于 K 的 有 限 扩 域 L, 当 v 遍历 K 的 素 点 而 w 遍历 工 的 素 点 时 , 根据 定理 8.42(2)， 
交换 图 表 


Br(K) 一 DBr(K,) 


| | 


Br(L) — DBr(L,) 


的 水 平 箭头 为 单 射 . 因此 , 要 证 明 引 理 8.45 只 要 证 明 下 面 的 引 理 8.47 即 可 . 
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引 理 8.47 设 K 为 数 域 , 当 给 出 了 四 Br(K,) 的 元 (aw),。(v 遍历 工 的 所 有 素 
点 ) 时 , 则 存在 K 的 循环 扩 域 ,使 得 


(av)u € Ker (® Br(K,) 一 四 mi) 


(w 遍历 工 的 所 有 素 点 ), 并 且 对 于 某 个 N>1 有 工 cCK(Cn). o 


由 命题 8.33, 当 w 在 v 之 上 时 , Br(K,) 一 Br(Lw) 的 核 等 于 {a € Br(K,) | [Zu : 
Ko]a = 0}. 另外 , 当 工 对 应 于 Xe X(K) 时 , [Lw : Ku] 等 于 X 的 像 xk, € X(K,) 
的 阶 数 . 因此 , 由 考虑 每 个 av 的 阶 数 n, 可 将 引 理 8.47 归结 到 下 面 的 引 理 8.48. 


引 理 8.48 设 对 于 数 域 KK 的 每 个 素 点 v 给 定 整 数 nu > 1, 其 满足 下 面 的 条 件 
(1), (i): 

(i) 对 几乎 所 有 的 v 有 mu = 1. 

(站 如 果 vo 为 实 素 点 , 则 mu 为 1 或 2, 如 果 为 复 素 点 , 则 n, = 1. 

于 是 此 时 存在 分 国 特 征 XE 义 (K), 使 得 对 于 K 的 所 有 素 点 v, Xk, E 和 (Ku) 的 
阶 为 nu 的 倍数 . 


[证 明 ] ”将 n 分 解 为 素 因子 的 乘积 , 分 别 考虑 n, 对 于 各 个 素数 ! 的 寡 因 子 , 那 
么 只 要 假设 对 于 某 个 素数 1, 全 部 n, 为 1 的 寡 就 可 以 了 . 
考虑 同 态 


(8.12) Gal (K®/K) = ZY : om (r(n) mod I™)ny1, o(Gm) = 6. 


对 于 K 的 素 点 ww Gal(K95/K,) 一 Gal (Koe/ 开 ) 3 zx 的 像 , 如 果 。 为 实 素 点 则 
为 { 土 1} ( 复 共 轿 映射 e Gal (Ko?/K,) = Gal(C/R) 为 将 Gn 映 到 G1), 如 果 w 为 有 
限 素 点 , 如 后 面 将 证 明 的 , 其 为 无 限 群 . 由 此 事实 出 发 , 取 m 为 充分 大 的 自然 数 , 根 
据 当 1 隆 2 时 的 分 圆 特征 


Gal (K®/K) © zx SZ/1— DZ x Zi ZZ/mZ 去 2/Z CQ/Z 


以 及 1 = 2 时 的 分 圆 特征 
Gal(KAD 9 Z¥ S2/22 x 22 =» 2/22 x /2"Z HZ/Z x HL/ QL 


(对 于 ZX 汪 之 处 , 参看 第 三 章 , 而 最 后 的 “+” 为 取 和 的 意思 ) 知 , Gal (K9t/K,) 的 
像 对 于 所 有 的 素 点 v 其 阶 全 为 n, 的 倍数 . 因此 , 这 个 分 圆 特征 在 X(K,) 的 像 对 于 
所 有 素 点 v 而 言 , 其 阶 均 为 n, 的 售 数 . 

在 上 面 的 证 明 过 程 中 使 用 了 v 为 有 限 素 点 时 在 (8.12) 之 下 , Gal (Ke*/K,) 的 像 
的 阶 为 无 限 . 我 们 现在 来 证 明 它 . 
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如 果 v 不 在 1 之 上 ,那么 v 在 天 (Gom) 中 非 分 歧 . 令 w 的 剩余 域 为 Fu 由 于 v 的 
Frobenius 置换 将 Gn 变 为 其 4 次 宕 , 故 作为 Gal (K8%/K。) 的 元 在 Gal(Kwr/ Ku) 的 
像 为 Frobenius 置换 , 其 在 ZX 的 像 为 g, 而 q 的 阶 非 有 限 . 

如 果 v 在 1 之 上 ,由 对 于 n>1 有 [QCm) :Qi]=1m-1(1 一 1), 故 当 n 一 oo 时 有 

[Kubin) : Ko] > [Ks :QQ : Q1] — o0. 
这 就 证 明了 Gal(K95/K,) 在 ZX 的 像 非 有 限 . 上 

在 证 明 引 理 8.46 之 前 , 我 们 对 N > 1 先 定义 同 态 

PN PN : AX — (Z/NZ)*. 
首先 对 于 a= (ouj。e AX%X 令 
pw(a) =T[(px,(@v) s Gal (Kos/K,) 在 Gal(K(CN)/K) 的 像 ) 
€ Gal(K(CN)/K) C (Z/NZ)*. 
这 里 的 积 [ 实际 上 是 个 有 限 积 . 这 是 因为 , 对 于 几乎 所 有 的 有 限 素 点 w av e Ox 


并 且 v 在 K(Cw) 中 非 分 歧 的 缘故 , 从 而 pk, (as) 在 Gal (Ku(Cn)/K。) 中 的 像 为 1. 
另外 , 单 射 Gal (K(CN)/K) 一 Gal(Q(Cw)/Q) 兰 (Z/NZ)* 将 Gal(K(CN)/K) 嵌入 到 
(Z/NZ)* 之 中 . 

再 定义 py 为 复合 映射 


Nx/Q 


AKk = Ck 一 Co — CI(Q, NZ)  (Z/NZ)* ( 例 6.115). 


引 理 8.49 pw = py 口 
利用 此 引 理 可 证 明 引 理 8.46 如 下 . 


[ 引 理 8.46 的 证 明 ] 分 圆 特征 是 由 对 于 某 个 N > 1 的 同 态 x : Gal(K(CN)/K) 一 
Q/Z, 作为 复合 映射 Gal (Kee/ 天 ) 一 Gal(K(CN)/K) 必 Q@/Z (也 记 作 x) 导出 的 . 对 
于 a€e KY*, 


Dinve, r,s0) = DXx(pr, (0) es Gal (Kos/K,) 在 Gal(K(CN)/K) 中 的 像 ) 
= X(pn(a)) =X(ow(a)) = 0. 
这 里 倒数 第 二 个 等 号 应 用 了 引 理 8.49. 和 


要 证 明 引 理 8.49, 只 要 对 于 所 有 的 有 限 素 点 "证明 pn 与 pv 在 Kx C AX 上 
的 限制 一 致 就 可 以 了 . 现 证 明 下 面 的 引 理 . 
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引 理 8.50 

(1) 如 果 vo 或 为 无 限 素 点 , 或 为 有 限 素 点 但 其 下 的 素数 不 除 尽 N, 则 pw 与 py 
在 KX C A% 上 的 限制 相等 . 

(2) 对 于 同 态 X: Gal(K(CN)/K) 一 Q/Z, 设 对 应 于 X 的 KK 的 循环 扩 域 为 卫 , 则 


X(PN (NE/K(A¥))) = X(ONw(Nz/K(AZ))) = {0}. 


[证 明 ] (1) 当 w 为 复 素 点 时 我 们 有 pn (KX) = py(KX) = {1}. 当 w 为 实 素 点 
时 , pw 与 py 都 将 KX = Rx 的 正 元 映 到 1, 负 元 映 到 -1 e (Z/NZ)*, 而 当 u 为 有 
限 素 点 而 其 下 的 素数 不 除 尽 N 时 , 若 设 v 的 剩余 域 为 Fw 则 pw 与 pw 均 将 OX 映 
到 1, 而 KX 的 素 元 映 到 ge (Z/NZ)*. 对 于 pw 这 可 由 局 部 类 域 论 得 知 , 而 对 于 pw 
则 容易 验证 . 

(2) 对 于 pw, 该 论断 由 局 部 类 域 论 得 到 . 考虑 ow 的 情形 . 设 5 为 在 K 上 分 歧 
的 工 的 所 有 有 限 素 点 形成 的 有 限 集合 . 根据 (1) 知 , 成 立 


Co) 


另外 还 有 py (Nz/k(L*)) C pw(K*) = {0}, 而 因为 Lx 一 I L% 的 像 稠密 (命题 
6.79), 由 XopN oNL/K : A¥ 一 Q/Z 的 连续 性 得 知 ， ee 也 将 II Zx 化 


wES 

零 . 因此 , xo py o Nz/k 将 整个 AX 化 零 . 1 
[ 引 理 8.49 的 证 明 ] 只 要 证 明 对 于 所 有 的 素 点 w pw 和 pw 在 KX 的 限制 相等 
就 足够 了 , 而 根据 引 理 8.50(1), 只 要 取 v 为 有 限 素 点 就 行 . 因为 Kx 为 K, 的 全 体 
素 元 生成 , 故 只 要 对 于 K, 的 所 有 素 点 r 及 所 有 同 态 x : Gal(K(CN)/K) 一 Q/Z, 证 
明 x(pw(m) = X(ow(m)) 成 立即 可 . 

设 x(pn(7)) 的 阶 为 n, 令 m= gr 一 1. 因为 g 在 (Z/mZ)* 中 的 阶 为 mw 那么 便 
存在 同 态 几 : (Z/mZ)* 一 Q/Z 使 得 %(9) = Xx(pn(7)). 设 对 应 于 Gal(K(Cwm)/K) SS 
(Z/NmZ)x YQ/Z 的 K 的 循环 扩 域 为 L, 并 设 w 为 在 v 之 上 的 工 的 素 点 , 由 于 


(X 一 为 (owm(m) = Xx(pN(T)) — Ppm(™)) 一 X(Pw(r)) 一 %(9) = 


根据 局 部 类 域 论 有 e NL,jk, (LX%). 于 是 re NZjr(AX). 那么 根据 引 理 8.50(2)( 以 
Nm 代替 N, X 一 少 代替 沁 应 用 于 此 ), 有 (X 一 为 (Nm(m)) = 0. 另外 因为 在 v 之 下 
的 素数 不 除 尽 m, 由 引 理 8.50(1) 得 到 pm(r) = (mr). 故而 


X(ow(m) = %(pm(m)) = ppm(")) = X(Ow(m)). ' 
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(e) 整体 类 域 论 的 证 明 (1) 


设 K 为 数 域 . 
在 Hasse 互 反 律 的 证 明 时 , 我 们 使 用 了 在 88.2(f) 中 说 明 的 方法 所 定义 的 标准 同 
构 
pk : Ck 一 Gal(K®/K). 
但 是 在 88.2(f) 对 于 px 定义 的 说 明 中 , 尽管 提出 了 序列 0 Br(K) 一 DPK) — 


Q@/Z 一 0, 但 并 没有 用 到 这 个 序列 的 正 合 性 (还 没有 证 明 , 下 一 小 节 将 给 出 其 证 明 ). 
实际 上 , Hasse 互 反 律 仅仅 使 用 了 $8.2(f) 中 px 的 定义 . 还 有 , 在 那里 我 们 不 加 证 明 
地 撤 述 了 对 于 x < X(K) 和 (au)。e A%, 几乎 所 有 的 素 点 v 有 (xk,,a,) = 0 的 断 
言 . 我 们 现在 来 给 出 它 的 证 明 : 对 于 几乎 所 有 的 素 点 w av e Ox 且 在 对 应 于 义 的 到 
的 循环 扩 域 中 v 为 非 分 歧 , 故 对 这 样 的 v 有 (xx,,a,) = 0 (命题 8.30). 

下 面 是 作为 类 域 论 主 定理 的 定理 8.4 的 (1), (2) 的 证 明 . 

[证 明 ] ”在 定理 8.4(1) 中 对 于 pk 与 pk, 之 间 关 系 的 交换 图 由 定义 便 可 得 到 . 

来 证 明 pk 的 连续 性 . 只 要 证 明 对 于 K 的 各 个 有 限 Abel 扩 域 5, px 所 导出 的 
Ck 一 Gal(L/K) 为 连续 即 可 . 根据 它 与 ok, 的 关系 , 这 个 同 态 将 Nyx(Ci) 映 成 
{}. 如 在 (e) 小 节 所 说 , NzyK(Cz) 为 Ck 的 开 子 群 , 从 而 知道 这 个 Ck -Gal (L/K) 
为 连续 . 

另外 , 满足 定理 8.4(1) 的 交换 图 表 的 连续 同 态 的 唯一 性 容易 得 到 . 

下 面 , 证 明定 理 8.4(2), 即 证 明 对 于 K 的 各 个 有 限 Abel 扩 域 L, px 诱导 出 同 构 

Ck/NE/K(CL) S Gal(L/K). 

首先 证 明 pk 导出 的 Ck/Nzjx(CL) 一 Gal(L/K) 为 满 射 ， 对 此 , 只 要 证 明 当 
X EX(K) 对 于 K 的 所 有 素 点 "满足 xk, (pk,(KX)) = {0} 时 , 有 X = 0 即 可 . 根据 
局 部 类 域 论 , 如 果 XKs(pk(Kz)) = 0, 则 xxk, = 0. 因此 由 X(K) 一 TX(K,) 为 单 
射 (定理 8.42) 得 到 x = 0. f 

其 次 , 这 一 满 射 Ck/NEjx(Cz) 一 Gal(L/K) 为 单 射 由 #(Ck /Niyx(Cz)) < [5 
K] (定理 8.44) 得 到 . 四 

(f) 确定 数 域 的 Brauer 群 


在 这 一 小 节 里 , 我 们 将 完成 关于 数 域 的 Brauer 群 的 定理 8.26 的 证 明 . 在 定理 
8.26 的 证 明 中 留 下 未 证 的 是 “如果 (ou)。 e DE, ) 满足 Dinve (au) = 0 则 


(au)。 落 在 Br(K) 一 > BBE) 的 像 中 ”. 下 面 我 们 来 给 出 它 的 证 明 . 根据 引 理 
8.47, 存在 KK 的 循环 扩 域 工 , 使 得 (au), 落 在 CD Br(K,) 一 Be ) (w 遍历 工 
的 所 有 素 点 ) 的 核 中 . 考虑 下 面 的 交换 图 表 
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KX/Nix(L”) —, AX/INuK(AX) —» Cx/Niug(C*) 


=|w) =|e， <|* 


Br(L/K) 一 四 pre 一 7. 


这 里 的 vw 表示 v 之 上 在 工 的 素 点 , 中 间 那 个 竖 直 的 映射 为 (ou)。 一 ((Xku,av) < Br 
(Ku))。， 而 右边 的 竖 直 映射 则 为 其 诱导 的 映射 . 根据 循环 代数 的 理论 (命题 8.28(4))， 
左边 与 中 间 的 竖 直 映射 为 同 构 , 又 根据 在 (e) 小 节 证 过 的 Ck/Nz/k(CL) 当 Gal (L/K) 
知 , 右边 的 竖 直 映射 为 同 构 ， 那 么 由 此 图 表 中 ， 上 面 横行 为 正 合 列 推出 下 面 的 横行 
也 为 正 合 列 . 因此 (au)。 落 在 了 Br(L/K) 一 四 Br(Lw/L。) 的 像 中 , 从 而 落 在 了 
Br(K) 一 四 Br(K。) 的 像 中 1 8 


(g) 整体 类 域 论 的 证 明 (2) 


我 们 来 证 明 K 为 数 域 时 , 作为 整体 域 类 域 论 主 定理 的 定理 8.4 的 (3). 
同 于 在 (b) 小 节 考 虑 局 部 类 域 论 的 情形 一 样 , 我 们 只 要 能 证 明 下 述 的 论断 就 可 
以 了 , 即 令 


X'(K) =( 从 Cr 到 Q/Z 的 所 有 有 限 阶 的 连续 同 态 )， 


则 
X(K) SX(K): x XopK. 


对 于 X(K) 一 XX'(K) 为 单 射 这 一 点 , 可 以 由 对 K 的 各 有 限 Abel 扩 域 L, Cr 一 
Gal (L/K) 为 满 射 得 到 . 

现 证 明 满 射 . 设 x e X‘(K), 要 证 明 x 落 在 X(K) 一 X'(K) 的 像 中 . 当 x 的 
阶 为 n 时, 如 果 K 包含 了 n 次 单位 根 , 那么 根据 下 面 的 引 理 8.51(1) 可 知 x 落 在 
X(K) 一 X'(K) 的 像 中 . 至 于 一 般 情形 则 由 下 面 的 引 理 8.51(2) 归结 到 Ge K 的 
情形 . 

引 理 8.51 设 K 为 数 域 . 

(]) 设 n>1, 令 Xn(K)= {x EX(K)|nx=0}, XI(K)= {x EX'(K)|nx= 
0}. 车 KK 包含 nn 次 本 原单 位 根 , 则 


Xn(K) SS XI(K) :X 一 Xopx- 


(2) 设 工 为 KK 的 有 限 Abel 扩 域 , Xe X'(K)， 如果 XoNL/k E X'(L) 落 在 
XX(L) 一 X'(L) 的 像 中 , 则 X 在 久 (K) 一 XX'(K) 的 像 中 . 
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[(1) 的 证 明 ] 设 5 为 K 的 素 点 的 有 限 集合 , 并 上 且 其 包含 了 所 有 的 无 限 素 点 . 令 


Xn,s(K) = {Xe Xn(K) | 如 果 w 为 K 的 素 点 且 v 4 5, 则 w 在 x 所 对 应 的 
K 的 循环 扩 域 中 非 分 歧 } 
Xns(K) = {XE Xn(K) | 如 果 v 为 K 的 素 点 且 vg 5, 则 x(OX) = {1}}. 


于 是 Xn(K) 一 X%(K) 将 Xn,s(K) 带 到 了 Xs(K). 因为 


Xn(K)= [Xns(K), XL(K) = (Xs(K), 
号 s 


故 只 要 证 明 当 5 充分 大 时 ,Xn,s(K) 名 Xs(K) 成 立即 可 . 取 3 充分 大 , 使 得 5 包 
含 了 Ok 中 能 除 尽 (n) 的 所 有 素 理想 , 并 且 使 得 属于 5 的 有 限 素 点 在 Cl(K) 中 的 类 
(属于 5 的 素 理想 类 ) 生成 CL(K). 在 这 种 情形 下 , 我 们 来 证 明 ws(K) S Xs(K) 
成 立 . 

证 明 的 方法 是 , 考虑 单 射 的 序列 

O8/(O8)" — Xn,s(K) — Xs(K), 

进一步 证 明 O8/(O&)" 与 X%,s(K) 为 阶 数 相等 的 有 限 群 ， 从 而 得 到 Xs(K) 欠 
Xn,s(K). 这 里 的 OS$/(O$)" 一 Xn,s(K) 是 由 在 (b) 小 节 定义 过 的 单 射 Kx/(Kx)" 一 
Xn(K) 所 诱导 的 同 态 , 这 是 一 个 单 射 ( 因为 (OX mn (Kx)n = (08)" 故 O8$/(O8)" 一 
KX/(K*)" 为 单 射 ). 

如 果 能 证 明 下 面 的 引 理 , 则 Xn,s(K) 和 Xi ,(K) 便 得 到 证 明 . n 

引 理 8.52 当 K, n, S 如 上 所 设 时 , 有 


#(O8/(O8)") = #(X%,s(K)) = n#(5). 


[证 明 ] ” 先 考 虑 #(O$/(O$)"). 根据 推广 的 Dirichlet 单位 定理 , 即 定 理 6.86, 我 
们 有 


(8.13) O¥ Ze#(5)-1) @ Ww. 


其 中 , W 为 所 有 属于 天 的 单位 根 构成 的 有 限 群 ，W 是 个 循环 群 ， 由 于 Ce KK， 
故 W 的 阶 为 n 的 倍数 , 从 而 W/W" 宅 Z/nZ， 因 此 按照 (8.13) 知 O¥/(O#)* 对 
(Z/nZ)e#(5)， 于 是 得 到 #(O¥/(O¥)") = n#(3). 

再 考虑 #(X%s(K)). 我 们 有 


Xl,s(K) = Homas (e 于 (n Ox ee] 17) ’ 
wgS 
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可 以 证 明 由 自然 映射 给 出 了 同 构 
(8.14) (1 x /O08 Sox/ (n ose] a 
wES V&S 


事实 上 容易 知道 这 是 个 单 射 . 至 于 满 射 , 则 由 (8.14) 映射 的 余 核 coker( [Ir = 


uES 


cum)) = {0} (由 5 的 选取 方式 得 到 ) 得 知 . 因此 


Xn,s(K) 兰 Hom ((H re /zy ) /osropre 仙 ， az) . 


uvES 


因为 有 限 Abel 群 与 其 特征 群 的 阶 相等 , 故 


#(Xn,s(K)) =# ((I er) /osropra 人 ] : 


vES 


那么 如 果 下 面 的 引 理 8.53 得 证 , 则 就 得 到 了 


#(Xn,s(K)) =# (I ee] {#(O$/(O8)")} 
ES 


一 n2#(S) .n—#(S) 一 n#(5). 


引 理 8.53 当 K, n, S 如 上 所 设 时 ， 
(1) (O8$/(08)" 一 [RY/(KX)" 为 单 射 
VES 


(2) # (1 eA 站 一 nm2#(9)， 


VES 
[证 明 ] “(1) 考虑 下 面 的 交换 图 表 
(OF/(08)” — sk) — Wns(K) 


| | | 


Jiao — Loe) — xc. 


ves 


上 面 一 行 的 横向 映射 全 为 单 射 , 右边 竖 直 映射 由 (8.14) 知 为 单 射 . 那么 由 图 表 得 到 
左边 的 竖 直 映射 O08/(O8)" 一 [ KX/(KX)" 为 单 射 


(9) 对 于 各 个 ve 5, 我 们 来 钙 明 


(8.15) #(KY/(K?)") = 到 | 局 
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如 果 证 明了 它 , 由 于 车 v gS 有 nlx。= 1, 故 根据 积 公式 T jnlk。= 1 得 到 
VES 
了 mlx = 1 从 而 得 到 


VES 
如 ee] = [enla) = wTT INIR = nt), 
VES VES VES 


(8.15) 的 证 明 如 次 . 如 果 v 为 复 素 点 , 则 KX/(KX)" = {1}, 故 m2In| 妃 = 1. 如 果 
v 为 实 素 点 , 由 于 Ge K, 故 n 或 为 1 或 为 2, 如 果 n = 1， (8.15) 显然 成 立 , 如 果 
nn 二 2, 则 #(K¥/(KX)") = 2 = 22|2|&!. 最 后 , 设 v 为 有 限 素 点 . 一 般 地 , 设 4 为 
Abel 群 时 , n 倍 映射 n : 4 一 4 的 核 、 余 核 为 有 限时 , 令 


On(A) =#(Coker(n: A— A)).#(Ker(n: A— A))-1, 


并 说 “6,(4) 可 定义 ”. 那么, 如果 4 为 有 限 , 则 bu(4) 有 定义 且 9,(4) = 1, 如 
果 B 为 4 的 子 群 且 9,(B) 和 bn(4/B) 有 定义 , 则 9。(4) 也 有 定义 , 且 gu(C4) = 
9n(B) .6n(A/B). 现在 取 ae KX 使 得 |a|k, 充分 靠近 0, 定义 


O, — OX : z r+» exp(ar), 
这 是 个 单 射 且 余 核 为 有 限 . 因为 bu(Ou) = #(Ou/nOs) = Im 已 , 故 


On(O%) = On(Ov) On(O¥ /exp(a0s)) = bn(Ou) = InlR. 


于 是 , gn(K¥) = 0n(O¥)6n(K¥/O¥) = bn(OY)bn(Z) = 四 | 起 .n. 因为 K, 包含 了 六 
次 本 原单 位 根 , 故 Kx 一 KX : z zn 的 核 的 阶 为 w 于 是 ， 


#(KY/(KY)") = 0n(KY) n= 四 | 起 .mn2. 


[ 引 理 8.51(2) 的 证 明 ] 对 于 数 域 K 的 有 限 扩 域 L, 图 表 


GC: 2 Gal(P/) 


Nux 


Ce 2 Gal(KYK) 


的 交换 性 可 由 其 “局 部 版 本 ”的 命题 8.39 得 到 . 用 命题 8.39 去 证 明 命题 8.38(2) 完 
全 一 样 的 论述 , 按照 此 交换 图 表 就 得 到 了 引 理 8.51(2) 的 证 明 . 上 


小 结 


8.1 域 K 的 所 有 有 限 Abel 扩 域 之 并 构成 的 域 Kb 的 Galois 群 Gal (K®/K) 
是 一 个 满载 了 天 的 Abel 扩 域 信息 的 重要 群 . 当 K 为 局 部 域 时 , Gal (Keb/K) 与 乘 
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法 群 Kx 大 体 上 同 构 , 而 KK 为 整体 域 时 , Gal (K%/K) 则 与 伊 代 尔 类 群 Ck 大 体 | 
构 . 这 便 是 类 域 论 的 主要 内 容 . 关于 类 域 论 的 更 为 具体 的 意义 请 见 正文 . 

8.2 域 天 的 Brauer 和 群 Br(K) 是 具有 中 心 K 的 KK 上 所 有 有 限 维 可 除 代 数 
构 类 的 集合 , 并 在 其 中 引进 了 Abel 群 结构 ,对 于 局 部 域 的 Brauer 群 , 有 Br(R) 
32/z2, Br(C) = {0}, 如 果 K 为 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 赋值 域 , 则 成 立 Br(K) 
兰 Q/Z. 至 于 整体 域 K 的 Brauer 群 , 我 们 将 KK 的 所 有 局 部 域 的 Brauer 群 作 直 和 
汇集 在 一 起 , 那么 , 由 它们 的 直 和 到 Q/Z 的 标准 同 态 的 核 便 与 Br(K) 同 构 . 

8.3 ”上述 8.1 的 类 域 论 与 8.2 所 叙述 的 Brauer 群 的 理论 有 着 密切 的 联系 . Brauer 
群 的 理论 还 与 二 次 曲线 、Hilbert 符号 紧密 相关 . 

8.4 在 数 的 世界 里 存在 这 样 的 理论 实在 是 奇妙 . 


可 


可 


RR 


习题 


8.1 设 p1,… ,pn 为 除 以 4 余 1 的 相 异 素数 ,并 令 m= -Pi pm, K = Q@(Vm). 

(有 ) 证 明 天 (V 责 ,… , Vi) 为 K 的 非 分 歧 扩 域 . 

(2) 利用 (1) 及 类 域 论 证 明 K 的 类 数 除 尽 2". 

8.2 设 K = Q(V3. 利用 KK 的 类 数 为 1 证明 K(Ok) = K(V-1). 再 由 此 证 
明 , 对 于 素数 p 2,3 


存在 整数 z,y 使 得 z? - 3% =p > p=1 mod 12. 


8.3 设 pt,pz,… 为 相 异 的 奇 素数 ， 取 整数 a1,a2,…, 使 得 a; mod p; 不 是 
Fw, 的 平方 元 , 且 对 于 1 < j < i 有 ai = 1 mod p; (由 中 国 剩余 定理 , 存在 这 样 的 
al a2,…). 在 此 情形 下 , 证 明 每 个 四 元 数 代数 4(pi,ai,Q) 都 是 可 除 代数 , 并 且 两 两 
互 不 同 构 . 
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在 此 附录 中 汇集 了 我 们 在 正文 里 用 到 的 有 关 Dedekind 环 的 基本 事项 . 下 面 所 说 
的 环 都 是 指 交换 环 . 


8A.1 Dedekind 环 的 定义 


称 环 4 为 Dedekind 环 是 说 4 满足 下 面 的 条 件 (1) 一 (3). 

(1) 4 为 Noether 环 . 

(2) 4 为 整 闭 整 环 . 

(3) 除 0 以 外 的 4 的 素 理想 (ideal) 均 为 极 大 理想 . 

这 里 我 们 来 解释 一 下 所 用 术语 的 意思 . 4 为 Noether 环 是 说 4 满足 下 述 条 件 
(1). 

(1) 4 的 任意 理想 均 为 有 限 生 成 . 
这 个 条 件 与 下 述 (2) 一 (4) 中 任 一 个 均等 价 . 

(2) 设 al c as C as C… 为 4 的 理想 的 递增 序列 , 则 存在 N 使 得 av = 
QN+1 = QN+2 =**…. 

(3) 设 为 4 的 理想 组 成 的 非 空 集合 , 则 存在 属于 交 的 a 满足 条 件 “ 如 果 
bey 且 ba 则 b=a”. 

(4) 有 限 生成 4 模 的 子 模 也 是 有 限 生成 的 . 
称 4 为 整 环 是 说 4 为 非 零 环 , 而 且 满足 条 件 


对 于 a,be 4, 若 ab=0 则 或 a=0 或 b=0. 
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当 4 为 环 B 的 子 环 时 , 称 B 的 元 > 在 4 上 整 是 说 z 满足 某 个 4 系数 方程 
ZT 十 Q12"1 十 … 十 an 二 0 (aie4 n 为 自然 数 ). 


环 B 中 所 有 在 4 上 整 的 元 全 体 {z e B | z 在 4 上 整 } 构成 了 B 的 子 环 , 称 之 
为 4 在 B 中 的 整 闭 包 . 当 4 为 整 环 时 , 4 在 4 的 分 式 域 中 的 整 闭 包 被 简单 地 称 为 
4 的 整 闭 包 , 当 4 与 4 的 整 闭 包 相 同时 , 则 说 4 为 整 闭 . 

称 环 4 的 理想 a 为 素 理想 是 说 , 剩余 环 4/a 为 整 环 . 这 个 条 件 等 价 于 满足 下 
面 的 条 件 (1), (2). 

(]) 车 abea, 则 或 ae a 或 bea. 

(2)1¢a. 
称 4 的 理想 a 为 极 大 是 说 剩余 环 4/a 为 域 . 这 个 条 件 等 价 于 满足 下 面 的 条 件 (1),(2). 

(D 包含 a 的 4 的 理想 只 有 4 或 是 a 自己 . 

(2)1¢a. 
极 大 理想 是 素 理想 , 反 过 来 不 成 立 , 例如 Z 的 素 理想 0. 

例 A.1 (Dedekind 环 ) 

(1) 主 理想 环 (参看 例 4.4) 为 Dedekind 环 . 

(2) 设 4 为 Dedekind 环 , K 为 其 分 式 域 , 工 为 K 的 有 限 扩 域 , 当 B 为 4 在 工 
的 整 闭 包 时 , B 也 为 Dedekind 环 . 口 


8A.2 分 式 理想 


设 4 为 整 环 . 4 的 分 式 理想 是 指 4 的 分 式 域 K 的 非 零 的 有 限 生成 的 4 子 模 . 
对 于 K 的 非 零 元 ae Kx, (a) = {ab |be 4A} c K 为 4 的 分 式 理想 , 称 这 样 的 为 主 
分 式 理想 . 

对 于 4 的 分 式 理想 a, b, 其 积 a.b 为 a.b(ae a,b eb) 生成 的 天 的 4 子 
模 . 对 于 分 式 理想 a, 当 存在 分 式 理想 5 使 得 a .5b = 4, 则 称 a 为 可 道 的 ， 因 为 
(ao) . (a-1) = 4, 故 主 分 式 理想 是 可 逆 的 . 

4 的 可 逆 分 式 理想 全 体 了 (4) 关于 积 形成 一 个 交换 群 . 单位 元 为 A, a e€ D(A) 
的 逆 元 由 a-! = 世 E K | ba C A} 给 出 . 映射 Kx 一 D(4) : a (a) 是 个 群 同 态 ， 
其 核 为 Ax. 

定理 A.2. 设 4 为 Dedekind 环 , 54 为 4 的 所 有 非 零 素 理想 的 集合 . 此 时 ， 

(1) 4 的 任意 分 式 理想 均 可 逆 . 

(2) 设 Z(54) 为 以 S4 为 基底 的 自由 Abel 群 . 那么 , 标准 映射 


2(5%) 一 D(4) : (ep)pesa » [I pe 
PESA 
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为 Abel 群 同 态 . 


(3) 对 于 a=IIp”, b=[]p?, a Cb 等 价 于 对 任意 p 有 ep > 口 


对 于 Dedekind 环 4, 称 标准 映射 Kx 一 D(4) 的 余 核 为 4 的 理想 类 群 , 记 为 
Cl(4). C1(4) = {分 式 理想 }/{ 主 分 式 理想 }. 4 为 主 理想 整 环 等 价 于 CI(4) = 0. 


附录 B Galois 理论 


在 此 附录 中 汇集 了 在 正文 中 所 使 用 的 Galois 理论 、 无 限 Galois 理论 以 及 与 其 
相关 的 事实 . 


8B.1 Galois 理论 


设 KK 为 域 , 工 为 K 的 有 限 扩 域 . 
我 们 记 工 在 KK 上 的 所 有 自 同 构 ( 即 域 的 同 构 二 号 L, 且 使 得 K 的 元 不 变 ) 以 
映射 的 复合 为 乘积 形成 的 群 为 AutK( 厂 ). 
一 般 地 , #(Autk(L)) (AutK(Z) 的 元 的 个 数 ) < [L : K]， 当 这 里 的 等 号 成 立时 ， 
称 工 为 天 的 Galois 扩张 (Galois extension), 而 称 Autx(Z) 为 工 在 天 上 的 Galois 
群 (Galois group), 并 记 为 Gal (L/K). 
例 B.1I 设 K=R, 工 =C, 则 [L:K]=2,Autk(L) = {o1,02}, 其 中 ci 为 恒 
同 映射 , 0 为 复 共 罗 映 射 . 从 而 C 是 及 的 Galois 扩 域 ,而 Gal(C/R) 守 Z/2Z. 口 
例 B.2 设 K=Q, LL= Q(V3, v3), 因 [L:K]=4, Autk(L)= {01,02,03,04}, 
其 中 cl 为 恒 同 映射 , 02,03,04 是 由 下 列 性 质 决定 的 工 在 KK 上 的 自 同 构 . 
oa(VD)=V2, oz(V3) = -V3， 
oa(V3) = -V3，coa(V3) = V3， 
oa(V3) =—V2, oa(V3) = -V3. 
工 是 K 的 Galois 扩 域 , 而 Galois 群 的 群 结构 由 


=01=1, 04=0203=0302 
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给 出 , 而 Gal(L/K) 兰 Z/2/1Z x 2/22. 口 

下 面 的 定理 B.3 是 Galois 理论 的 主 定理 , 它 的 意义 可 理解 为 , 当 工 为 K 的 
Galois 扩 域 时 , 将 存在 哪些 满足 K c M c 工 的 域 M 的 问题 (一 个 困难 的 问题 ) 转 
换 为 去 观察 Galois 群 Gal (L/K) (一 个 比较 简单 的 对 象 ). 


定理 B.3 设 工 为 域 K 的 有 限 Galois 扩 域 , 并 令 G = Gal(Z/ 开 ). 这 时 两 个 集 
合 之 间 的 满 单身 


{使 KKCM CL 的 域 M} 所 7 {G 的 子 群 H} 
由 M 忆 甩 给 出 ,其 中 
五 = {oc € G | 对 所 有 的 zeM 使 得 o(z) =z]， 
M ={z EL | 对 所 有 的 o€ 是 使 得 o(z) =z]. 
另外 对 于 这 个 对 应 关系 成 立 下 面 的 (1) 一 (4). 
(上当 M 一 已 M oH' 时 , M c M' 等 价 于 HOH'. 
(2) 当 M oo HH, [M:K]=[G:H), [L:M)=#(H). 
(3) 当 MM 属 瑟 时 , 工 是 M 的 Galois 扩 域 且 万 与 Gal(L/M) 可 视 作 相同 . 
(人 当 M 一 豆 时 , M 为 K 的 Galois 扩 域 ,与 Gal(L/K) 的 元 将 M 映 到 M， 
以 及 五 为 G 的 正规 子 群 , 这 三 个 论断 等 价 ， 当 五 为 正规 子 群 时 , 商 群 G/H 与 
Gal(M/K) 可 视 为 相同 . 


G/ 瑟 全 Gal (M/K) : G 的 元 o 的 类 -~ o 在 M 上 的 限制 . 口 


例 B.4 在 KK=R, 工 =C 时 , 定理 B.3 的 对 应 M 五 为 


Co {an}, Ro {o,02}. 口 


例 B.5 在 天 =Q, 工 =(V5,V3) 时 , 定理 B.3 的 对 应 M 是 为 
QV5V3 一 {oj，Q © {01,02}, Q(VI) ~ {01,03), 
QCV6) © {01,04}, Qo {01,02,03,04}. 


这 样 Galois 理论 以 Galois 群 的 威力 把 中 间 域 (满足 K c M cL 的 M) 凸现 出 
来 . 


口 


8B.2 正规 扩张 与 可 分 扩张 


对 域 K 的 有 限 扩 域 L 是 否 是 Galois 扩 域 进行 判断 , 与 其 考察 #(Autk(L)) 还 
不 如 使 用 判别 法 


工 为 KK 的 Galois 扩 域 仿 工 为 天 的 正规 扩 域 并 且 是 天 的 可 分 扩张 
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来 得 更 实用 . 我 们 来 对 “正规 扩张 "、“ 可 分 扩张 ” 作 个 归纳 . 
特征 为 0 的 域 的 有 限 次 扩张 必定 是 可 分 扩张 , 因而 如 果 K 为 特征 0 的 域 , 则 有 


工 为 KK 的 Galois 扩张 今 工 为 天 的 正规 扩张 . 


下 面 我 们 取 8 为 包含 工 的 代数 闭 域 . 


定义 B.6 设 a 为 工 的 元 , f(T) 为 满足 f(a) = 0 的 KK 系数 不 可 约 多 项 式 . 
(我 们 知道 , 除去 f(T) 的 常数 倍 外 它 被 唯一 决定 .) 称 使 得 f(6) = 0 的 元 Be 2 为 
a 在 及 上 的 共 示 元 (conjugate)， 也 就 是 说 , 在 2 中 做 因 式 分 解 时 , f(T) = c(T 一 


Ql)…(T 一 Qn) (ce 天 0) 时 , oi,… ,an 是 wa 在 天 上 的 全 部 共 斩 元 . 口 
定义 B.7 称 工 是 KK 的 正规 扩张 (normal extension) 是 说 , 对 于 所 有 a e 工 ,a 
在 K 上 的 共 生 元 全 都 属于 工 . 口 


实际 上 要 对 所 有 ae 和 弄 清 这 个 条 件 是 件 困难 的 事 , 但 当 把 工 写 成 K(B1,… , Bm) 
(B1,… ,Bm E 工 ) 时 , 如 果 对 于 1<is<m 知 房 在 天 上 的 所 有 共 生 元 属于 工 , 那么 ， 
工 便 是 K 的 正规 扩 域 . 


例 B.8 设 K=Q,, 工 = Q(), a= 级, 于 是 f(T)=T3-2, 纺 在 K 上 的 
共 斩 元 为 Y2, 2Cs, W203 (Cs 为 三 次 本 原单 位 根 ). 由 于 W323 4 工 , 故 工 不 是 K 的 
正规 扩 域 . 在 这 个 情形 中 , [L : K] = 3 而 Autk(L) = {1}, 然而 Q(35,C3) 包含 了 3 
在 Q 上 所 有 的 共 生 元 Y5G (i= 0,1,2) 以 及 G 在 Q 上 的 所 有 共 纯 元 (二 :, 故 Q 为 
正规 扩 域 , 那么 , 按照 前 面 所 说 的 判别 法 知 其 为 Q@ 的 Galois 扩 域 . 口 


定义 B.9 称 工 的 元 a 在 天 上 可 分 是 说 , 当 f(T),a1,… ,an 如 定义 B.6 一 样 
地 定义 时 , f(T) 没有 重 根 , 就 是 说 a1,… , a 互 不 相同 . 成 立 下 面 的 等 价 关系 : 
a 在 KK 上 可 分 名 站 (T)#0S f(a) #0. 


称 工 为 K 的 可 分 扩张 (separable extension) 是 说 工 的 所 有 元 在 KK 上 可 分 . 口 


实际 上 要 对 工 的 所 有 元 弄 清 这 个 条 件 是 件 困难 的 事 ,但 当 工 写成 K(B1,… ,Bm) 
时 , 如 果 万 ，… , Bm 在 KK 上 为 可 分 的 话 , 那么 工 便 是 K 的 可 分 扩 域 了 . 


例 B.10 非 可 分 扩张 的 例子 出 现在 特征 非 0 的 以 下 情形 . 设 K = F(z) (p 为 
素数 , z 为 不 定 元 ), 工 = Fp(z1/?), a = zlP. 于 是 f(T) = 7T? 一 z, f(T) 在 2 中 被 
分 解 为 f(T) = (T - a)?, 具有 重 根 . 因此 a 在 K 上 不 是 可 分 的 , 从 而 二 不 是 天 的 
可 分 扩 域 . 再 者 , PT) = pT?-! = 0 (因为 在 K 中 p = 0). 此 时 , [L : K] =p 而 
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Autk(L) = {1}. 口 
对 于 可 分 扩张 , 正规 扩张 成 立 下 面 的 命题 . 
命题 B.11 如 果 工 为 KK 的 可 分 扩张 , 则 存在 a e 工 使 得 研 = KK(a). 口 
命题 B.12 


(1) 一 般 地 , 从 工 到 8 的 KK 上 的 域 同 态 的 个 数 小 于 或 等 于 [L: K]. 

(2) 工 为 KK 的 可 分 扩 域 等 价 于 存在 由 工 到 0 的 及 上 的 域 同 态 的 个 数 为 [L : K]. 

(3) 工 为 K 的 正规 扩 域 等 价 于 对 从 工 到 8 的 所 有 天 上 的 域 同 态 o 成 立 
o(L)=L. ， 口 

由 此 命题 便 得 到 了 前 面 所 叙述 的 “Galois 扩张 全 正规 扩张 且 可 分 扩张 ”. 


例 B.13 当天 =Q@, 工 =Q(Y5) 时 ,由 工 到 Q 的 天 上 的 域 同 态 有 区 :天 =3 
个 , 它们 是 将 3 分 别 映 到 V3，33c,，33C3. I 
命题 B.14 如 果 工 为 K 的 可 分 扩 域 , 则 存在 包含 工 的 KK 的 有 限 Galois 扩 域 . 
当 工 = K(B1,… ,Bm) 时 , 那么 添加 Bi (1 < i< m) 的 所 有 天 上 的 共 示 元 所 得 到 的 
域 便 是 包含 工 的 KK 的 有 限 Galois 扩 域 . 口 


§B.3” 范 与 迹 


当 工 为 K 的 有 限 扩 域 时 , 可 以 分 别 定义 从 工 到 K 的 范 (norm) 和 迹 (trace) 映 
射 Nz/g 和 Try 

设 a €  a 倍 映 射 工 一 工 :zm az 是 天 线性 映射 ， 分 别 定义 Nr/z(a) 和 
Trz/K 为 这 个 K 线性 映射 的 行列 式 和 迹 . 如 下 断言 成 立 . 

命题 B.15 

(D 对 于 mwBez 


Nr/g(aB) = Ne/k(o): Niyk(B), Tri/g(a+B)= Tcyk(a) 十 Trr/r(B). 
(2) 令 n=[L: K], 如 果 aeK, 则 
Ni/k(a) = a", Tryk(a) =na. 
(3) 如 果 工 为 K 的 Galois 扩 域 , 令 G = Gal(L/K), 则 
Nexr(o)= I rm，Tzx(al = olo). 


o€EG ovEG 
(外 设 工 为 K 的 可 分 扩 域 , 2 为 包含 玉 的 代数 闭 域 , 并 设 cl ,an (n= |[L: 
K]) 为 工 到 8 的 在 KK 上 的 全 部 域 同 态 (B.12(2)), 则 


口 


Nix(o) = 工 ci(a), zx(a) = > ci(a). 
i=1 


i=1 
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例如 当 KK = Q@, 工 = Q(V3) 时 , 根据 (3) 知 , 对 于 z,yeQ 有 


Ni/K(T +YyV2) = (2 +yVD)(z —yV3) = 2 — 2y?, 
Trrz/K(z 十 yV2) = (2 +yVD) + (zr —yV3) = 2z. 


由 迹 映射 可 以 给 出 可 分 扩 域 的 特性 . 

命题 B.16 以 下 的 (i), (i), (ii) 等 价 . 

全 工 为 天 的 可 分 扩 域 . 

(ii) 存在 ae 工 使 得 Trijk(a) 关 0 

(过 ) LS Homg(L, K): am (zo Tro/k(az)). 
其 中 Homx(L,K) 表示 从 工 到 K 的 所 有 K 线性 映射 的 集合 . 口 

推论 B.17 设 工 为 K 的 可 分 扩 域 , a1,… ,an 为 工作 为 K 线性 空间 时 的 基 
底 , 则 存在 工 的 元 ai,… ,a%, 满足 

二 0 
L/K(QiQ;) = 0 二 

实际 上 , 取 满足 hj(ajy) = 1, hj(ax) = 0 (k 关 j) 的 元 hj e Homxk(L,K), 那么 ， 

由 上 面 ( 阁 ) 的 同 构 给 出 hj 的 逆 像 便 是 ay e 工 . 


8B.4 有限 域 


汇集 一 下 有 关 有 限 域 的 内 容 . 设 K 为 有 限 域 , 则 K 的 阶 数 是 某 个 素数 的 寡 . 反 
过 来 , 对 于 素数 寡 的 自然 数 g, 除去 同 构 以 外 , 存在 唯一 的 阶 数 为 a 的 有 限 域 . 记 此 
有 限 域 为 Fu. 

设 p 为 素数 ,9 为 包含 F, = Z/pZ 的 代数 闭 域 , 对 于 g = zm (m > 1) 可 以 由 


Fs={ren|z = 


得 到 Fo。. 
乘 群 FX = {ze 8 | zo-! =1} 是 g 一 1 阶 的 循环 群 . 
对 于 n>1, 由 


Fa ={zenlz" =z 


给 出 Fy 的 所 有 有 限 扩张 . Fe 是 Fa 的 ”次 Galois 扩张 , 而 Gal (Fw/F%) 是 由 它 的 
元 con e Gal (Fan /Fa) : con(z) = za (Zz € Fon) 生成 的 n 阶 循环 群 . 
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8B.5 无 限 Galois 理论 


设 K 为 域 , 工 为 天 的 代数 扩 域 , 但 不 只 限于 有 限 的 情形 . 称 工 为 K 的 Galois 
扩 域 是 说 , 工 是 包含 在 其 中 的 所 有 有 限 Galois 扩 域 的 并 集 . 当 工 是 天 的 Galois 扩 
张 时 , 工 在 K 上 的 自 同 构 全 体 所 构成 的 群 , 如 同 有 限 情形 一 样 , 记 为 Gal (L/K). 

在 不 一 定 为 有 限 的 情形 , 满足 K c M c 工 的 域 M 与 Gal(L/K) 的 子 群 间 的 对 
应 关系 , 当 考 虑 下 面 在 Gal (L/K) 中 引入 拓扑 后 的 闭 子 群 时 , 也 成 立 如 有 限 情形 一 
样 的 结果 . 

Gal(L/K) 的 拓扑 由 Gal (L/K) 的 元 o 的 基本 邻 域 系 决定 , 它们 是 些 Gal (L/K) 
的 子 集 族 (W)v, 这 里 J 遍历 工 的 有 限 子 集合 . 其 定义 如 下 . 


WW= {re Gal(L/K) | 对 于 所 有 ze 了 有 7(z) = o(z)}. 


在 这 个 拓扑 下 , Gal (L/K) 成 为 拓扑 群 . 

下 面 的 定理 是 “无 限 Galois 理论 ”的 主 定理 . 

定理 B.18 设 工 为 KK 的 不 一 定 有 限 的 Galois 扩 域 , 令 G 二 Gal(L/K). 这 时 
两 个 集合 之 间 的 满 单 射 


{满足 KC JM CL 的 域 MM} 5 {G 的 闭 子 群 甩 } 
由 M 呈 囊 给 出 , 其 中 


瑟 ={ceG| 对 于 所 有 的 zeM 有 lz)=zh}， 
M={zEL | 对 于 所 有 的 gE 有 有 oa(z) = z}. 


并 且 对 这 一 对 应 , 下 面 的 (1) 一 (4) 成 立 . 
中 当 MMOHM' 避 HH' 时 , M Cc M' 等 价 于 HH'. 
(2) 当 M .五 时 ， 


M 为 K 的 有 限 扩 域 仿 [G : 本 为 有 限 
兮 五 为 G 的 开 子 群 . 


因此 , M 为 K 的 有 限 扩 域 时 , [M : K] = [G : HI]. 

(3) 当 M 一 豆 时 , 工 为 M 的 Galois 扩 域 并 且 五 与 Gal(L/K) 作为 拓扑 群 可 
看 成 一 样 . 

(4 当 M 全 吾 时 ,M 为 K 的 Galois 扩 域 等 价 于 五 为 G 的 正规 子 群 . 瑟 为 正 
规 闭 子 群 时 , 作为 拓扑 群 有 


G/ 昌 急 Gal(M/K): G 的 元 c 的 类 -ec 在 M 的 限制 . 口 
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域 K 的 不 一 定 有 限 的 Galois 扩 域 中 最 大 者 是 K 的 可 分 闭 包 Ksep. 这 是 在 天 
的 代数 闭 包 中 在 K 上 可 分 的 元 全 体 构成 的 域 . Keep 为 K 的 所 有 有 限 可 分 扩 域 的 并 ， 
也 是 K 的 所 有 有 限 Galois 扩 域 的 并 . 

我 们 最 后 讲 一 讲 , 不 一 定 有 限 的 Galois 扩 域 的 Galois 群 可 以 表达 为 有 限 Galois 
扩 域 的 Galois 群 的 逆向 极限 的 问题 

设 工 为 域 K 的 不 一 定 有 限 的 Galois 扩 域 , 记 包含 在 工 中 的 KK 的 有 限 Galois 
扩 域 的 集合 为 了 (Xm z=- mu). 此 时 得 到 了 群 同 构 


Gal(L/K) 号 lim Gal(M/K) :om (c 在 M 上 的 限制 )wes. 


(在 82.4 的 定义 2.10 中 只 定义 了 形 如 lim 的 逆向 极限 . 代替 自然 数 集 N 而 取 一 般 


的 有 序 集 4 时 , 对 于 每 个 e 4 给 出 了 集合 X, 又 对 于 使 得 > 的 入 Eh 
给 出 了 映射 户 w : X、 一 Xx, 且 满足 “六 》 为 恒 同 映射 "， “如 果 和 > X > X, 则 
fo 及 x = 及 ,xr” 时 , 那么 逆向 极限 lim X、 为 直 积 避 的 子 集合 : 

D 


AE4 


limXA = {(zA)xe4 | zAE Xa, 车 和 >X 则 有 x(za) = zy}.) 


一 般 地 , 当 每 个 X、 为 拓扑 空间 ,而 每 个 户 ,v (和 > X) 为 连续 时 , 定义 lim X、 


的 拓扑 为 直 积 拓扑 空间 的 子 空间 的 拓扑 , 称 之 为 逆向 极限 拓扑 . 如 果 每 个 X》 为 紧 ， 
则 知 lim X 对 于 着 向 极限 拓扑 也 为 紧 . 我 们 在 前 面 所 定义 的 Gal (L/K) 的 拓扑 与 将 


每 个 有 限 群 Gal (M/K) 看 为 离散 集合 的 逆向 极限 拓扑 相同 从 而 Gal (L/K) 为 紧 
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在 这 个 附录 中 我 们 想 要 补充 一 些 重要 的 内 容 , 这 些 是 在 正文 中 没有 充分 讨论 的 ， 
对 于 局 部 域 的 有 益 思考 . 

局 部 域 比 起 整体 域 来 , 其 性 质 较 易 于 理解 , 关于 这 一 点 , 我 们 将 在 8C.1 中 讲述 
有 关 的 Hensel 引 理 , 然后 在 8C.2, 把 整体 域 的 素 点 总 合 在 一 起 地 去 考虑 那些 容易 理 
解 的 局 部 域 , 从 而 以 形形色色 的 素 点 的 威力 去 了 解 整体 域 的 性 质 , 这 样 的 思考 方法 
发 挥 出 了 很 大 的 威力 ; 作为 代表 性 的 例子 我 们 将 介绍 二 次 型 的 Hasse 原理 . 


8C.1 Hensel 引 理 


比 起 有 理 数 域 来 , 实数 域 的 代数 性 质 要 简单 得 多 . 璧 如 , 在 实数 域 上 , 方程 zz 十 
3y? +522 =a 当 a>0 时 有 解 , 而 若 a < 0 则 无 解 , 我 们 能 够 简单 地 判定 解 的 有 无 . 
另 一 方面 , 当 a 为 有 理 数 时 , 方程 zz + 3y? + 5z2 = a 在 有 理 数 域 中 是 否 有 解 就 不 
能 简单 地 判定 (但 是 在 $C.2, 作为 二 次 型 的 Hasse 原理 的 应 用 , 我 们 将 叙述 它 的 判别 
法 ). 

类 似 于 实 域 , 局 部 域 的 代数 性 质 也 是 简单 的 . Hensel 引 理 显示 了 局 部 域 的 代数 性 
质 是 简单 的 这 个 断言 , 它 类 似 于 在 实数 域 中 所 说 的 成 立 这 样 的 事实 , 即 “ 因为 1.4142 
近似 于 2, 故而 知道 1.414 近似 于 z? = 2 的 解 Vz. 


定理 C.1 (Hensel 引 理 ) 设 KK 为 完备 离散 赋值 域 , 4 为 其 赋值 环 ,p 为 4 的 极 
大 理想 . 又 设 f(z) 为 4 系数 多 项 式 , 以 及 ae A, 并 满足 


f(a)=0 modp, f'(a) #0 modp 
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(其 中 f' 为 了 的 微分 ). 于 是 , 存在 A 中 唯一 元 b, 满足 


f(b) =0, b=a mod p. 品 


这 是 在 说 这 样 的 话 :“ 因为 f(a) 近似 于 0, 故而 知道 存在 近似 于 a 的 b, 使 得 
f(b) = 0”. 再 有 , 也 可 说 这 样 的 话 , 即 “ 粗 略 地 说 , 如 果 在 ”mod p 下 有 解 , 则 在 Zn 
以 及 Qr 也 有 解 ". 举例 说 明之 . 


例 C.2 设 p 为 除 以 4 余 1 的 素数 . 按照 二 次 剩余 互 反 律 (82.3 定理 2.2) 的 
“第 一 补充 律 ” 知 , 在 F, 中 存在 -1 的 平方 根 . 使 用 这 个 事实 以 及 Hensel 引 理 我 们 
来 证 明 , 在 Zs 中 存在 -1 的 平方 根 (在 第 二 章 中 这 个 事实 是 使 用 p 进 数 域 的 指数 函 
数 、 对 数 函 数 来 证 明 的 ). 

设 4 为 F, =Z/pZ 中 -1 的 一 个 平方 根 .也 就 是 说 , a? = -1 mod p. 令 f(z) = 
Z2 十 1. 因为 f(z) = 2z, 故 成 立 


f(a)=0 modp, f(a) #0 mod p. 


此 , 可 应 用 Hensel 引 理 于 K = Q。, 4 = Z。, 从 而 知道 存在 be Z 使 得 


+1=0,b=a modp. 口 


譬如 , 设 p = 5, 由 于 22 = -1 mod 5, 故 存在 be Zs 使 得 刀 = -1 且 5 = 
2 mod 5. 


[Hensel 引 理 的 证 明 ] 因为 4= lm A/p", 故而 只 要 证 明 , 对 于 每 个 n> 1, 存在 
4A/p" 唯一 的 元 bn 满足 条 件 


(*) f(bn)=0, 且 bn=a modp 


就 可 以 了 ， 我 们 对 于 n 进行 归纳 证 明 .，n = 1 的 情形 是 显然 的 ， 设 n > 2， 如 
果 bn 满足 (*), 那么 bn 在 4/p"-: 中 的 像 必 定 与 5_! 相等 , 于 是 便 可 对 n 进行 
归纳 . 固定 和 ~: 为 A/p" 的 元 使 得 其 在 A/p"-! 的 像 等 于 b。_1， 满 足 条 件 (*) 的 
bn 必定 具有 形式 bn_1 + s，s € p"-!/p"， 特别 有 s? = 0， 因 此 , 在 A/pr 中 成 立 
fbn + s) = f(bn-1) + 了 f(bn-1)s. 由 于 f(b-1) 二 f(a) 关 0 modp 故 1(5。_1) 为 
4/p" 中 的 可 逆 元 , 从 而 使 得 0 = f(6n_1) + f'(bn_1)s 的 s 被 唯一 决定 . 对 于 这 个 s 
的 各 -1 +s 是 满足 条 件 (+) 的 唯一 的 4/pn 中 的 元 . 


8C.2 ”Hasse 原理 
整体 域 因素 点 的 威力 而 得 到 了 解 , 出 现 了 非常 漂亮 的 形式 , 即 “ 二 次 型 的 Hasse 
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原理 ”. 


定理 C.3 (二 次 型 的 Hasse 原理 , 或 者 称 为 Hasse-Minkowski 定理 ) 设 K 为 整 
体 域 . 
() 设 f(z1,… ,zn) 为 天 系数 的 次 数 不 大 于 2 的 多 项 式 , 即 


f(t1 ,zn) = ( > ora] 十 ( > 中] 十 c. 
1<igj<n lSign 
这 里 aij,bi,cE K. 则 f(z1,… ,zn) =0 在 K 中 有 解 的 充 要 条 件 是 , 对 于 K 的 所 有 
素 点 v, f(z1,… ,zn) = 0 局 部 域 Ko 中 有 解 . 
(2) 设 f(z1,… ,zn) 为 天 系数 的 二 次 型 , 即 


f(z1,°… ,7n) = aijizizj) 其 中 ai € K. 
1<isjsn 
那么 , f(z1,… ,zn) = 0 具有 非 平凡 解 ( 即 zi = … = zn = 0 之 外 的 解 ) 的 充 要 条 件 
是 , 对 于 K 的 所 有 素 点 w f(z1,… ,zn) = 0 在 局 部 域 K。 具有 非 平凡 解 . 口 


关于 二 次 曲线 的 定理 82.3 定理 2.3 (参看 在 82.6(b) 开端 的 另 一 种 写法 ) 是 此 定 
理 的 一 部 分 . 

在 K 的 特征 关 2 时 , 对 于 特别 的 二 次 型 f(z,y,z) = z2 一 ay? 一 bz? (这 里 
a,beE K*) 或 f(z,y,z,u) = 7? 一 ay? 一 bz? 十 abu? (这 里 abe 天 x) 的 情形 , 此 定理 的 
(2) 可 由 88.2 的 定理 8.26 中 的 Br(K) 一 失 Br(K,) 的 单 射 性 推导 出 来 (参看 88.2 


的 命题 8.16, 命题 8.17). 

这 个 Brauer 群 的 单 射 性 , 即 “ 对 于 整体 域 K 上 的 中 心 单 代数 4, 断言 “4 同 构 
于 K 上 的 n 阶 方 阵 代数 ' 等 价 于 断言 ' 对 于 K 的 所 有 素 点 w A @k Ku。 同 构 于 K。 
上 的 n 阶 方 阵 代数 ' ”被 称 为 “中 心 单 代数 的 Hasse 原理 ”. 当 某 个 事情 在 整体 域 上 
K 成 立 , 并 且 同 样 的 事情 对 于 K 的 所 有 素 点 v 成 立时 , 如 果 这 两 个 断言 等 价 , 则 说 
对 于 这 件 事 Hasse 原理 (Hasse principle) 成 立 . 二 次 型 的 Hasse 原理 以 及 中 心 单 代 
数 的 Hasse 原理 , 是 这 个 原理 成 立 的 两 个 有 代表 性 的 陈述 . 


例 C.4 设 a 为 有 理 数 , 考虑 方程 zz + 3y2 + 5z2 = a. 在 以 前 , 这 个 方程 有 无 有 
理解 不 能 很 快 判断 , 然而 如 果 应 用 二 次 型 的 Hasse 原理 的 (1) 就 能 够 给 出 判定 . 如 
果 a= 0, 由 于 有 解 z =y=z=0, 故 设 a 关 0. 对 于 各 个 局 部 域 成 立 如 下 断言 . 

(i) 这 个 方程 在 R 中 有 解 的 充 要 条 件 为 a > 0. 

(i) 这 个 方程 在 Qs 中 有 解 的 充 要 条 件 是 当 a 写成 a = 5*bc-! 的 形式 (bce Z, 
且 b,c 不 能 被 5 除 尽 ) 时 , k 为 偶数 , 或 者 上 为 奇数 但 使 得 5 = 士 c mod 5. 

(过 ) 如 果 p 为 非 5 的 素数 , 则 此 方程 在 Q 中 有 解 . 口 


因此 , 由 Hasse 原理 , 为 了 使 这 个 方程 有 有 理解 的 充 要 条 件 为 上 述 的 条 件 人,(i) 
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均 成 立 . 

上 面 (i) 的 断言 是 显 见 的 . 

断言 (i) 的 证 明 梗概 如 下 . 将 证 明 化 到 k = 0,1 的 情形 . 在 这 里 我 们 对 大 = 1 且 
b = 士 c mod 5 的 情形 证 明 这 个 方程 在 Qs 中 有 解 . 由 于 bc-! = +1 mod 5Zs, 故 以 
8C.1 中 使 用 的 方法 , 按照 Hensel 引 理 , 知道 存在 z e Zs 使 得 z? = bc-!. 对 于 这 样 
的 > 成 立 02+3.02+5z2= 5bc-!1 二 a. 

(i) 的 断言 可 证 明 如 下 . 如 果 p 是 非 5 的 素数 , 因为 Hilbert 符号 表明 (3, -5)， 
= 1 故 有 ww e Qp 使 得 -3u2 - 5u2 = 1, 从 而 ((a + 1)/2)2 + 3(((a - 1)u)/2)2 十 
5(((a — 1)v)/2)? = a. 


问题 解答 


第 一 章 


以 下 , 使 用 记号 ordp (表示 可 以 被 素数 p 多 少 次 震 除 尽 的 记号 , 参看 81.3(c) 或 
者 82.4(a)). 


问题 1 设 a 为 有 理 数 > 的 平方 . 对 于 素数 p，ordp(a) = 2ordp(7)， 由 于 
ordp(a) > 0, 故 ordr(r) > 0， 由 于 对 所 有 的 素数 p 有 ordp(r) > 0, 故 为 整 
数 . 


问题 2 设 p 为 ai 的 素 因子 . 按照 假设 , 如 果 ; 天 站 则 有 ordp(a;) = 0. 因此 
ordp(al …ar) = ordp(ai). 另 一 方面 , a1…a; 为 大 寡 , 故 ordp(a1…ar) 为 大 的 倍数 . 
因此 , 对 于 所 有 的 素数 p, ordp(ai) 为 的 倍数 , 从 而 a; 为 形 如 pkm(m 为 自然 数 ) 的 
数 的 积 , 从 而 为 寡 . 


问题 3 设 E(K) 的 元 PO 的 坐标 为 (z,y), -P 的 坐标 从 而 为 (z, 一 y), 故 
2P=0 台 P=-P 人 OYy=-y 合 y=0. 当 K 为 代数 闭 时 , E(K) 的 元 PO 的 y 
坐标 为 0 的 有 3 个 . 因此 {Pe E(K) | 2P = 0} 为 4 阶 群 且 由 二 倍 为 O 的 元 组 成 ， 
从 而 同 构 于 Z/2Z @ QZ/2Z. 


问题 4 证 明 后 半 部 分 . 例如 , 令 4 = Q, 虽然 4/24 = {0}, 但 4 并 非 有 限 生 
成 . 


.2. 问题 解答 
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问题 1 例如 ， 全 引 : 这 是 一 条 通过 (2,1) 斜率 为 -3 的 直线 与 该 圆 的 交点 . 


问题 2 如 果 找到 非常 靠近 贺 zz 十 刀 二 1 上 点 ( 误 三 ) 的 有 理 点 就 可 以 了 . 


V2 V2 


连接 (-10) 与 点 声 局 的 直线 的 斜率 为 V3 - 1 = 0.414.…，, 而 连接 (1,0) 与 
(器 ， 增 ) 的 直线 的 斜率 即 为 正文 中 的 各 = 0.416.…, 于 是 , 璧 如 , 取 过 (0, _1) 斜 


率 为 45 的 直线 的 (0. -1) 以 外 的 交点 即 可 , 这 一 交点 为 《333329 ) 从 而 


331112 + 332002 = 468892. 
mm (CC 
问题 4 分 解 m 为 素 因 子 , 记 m = 4.…l .7,11,… ,lk 为 奇 素数 ,7 € { 士 2" : 
n 之 0}. 如 果 m 为 奇数 , 则 > e { 土 1}, 这 时 


全 -的 -的 -的 -的 -全 aswasaaam 


如 果 m 为 偶数 , 同样 地 有 
(2) (2) (2) . (由 p mod 8 决定 的 数 ). 


问题 5 新 太一 部 嘱 = 1 没有 有 理 点 的 断言 由 (加, 疝 ), = (05D, 当 


了 二 2 或 者 p= 3 时 为 -1 得 知 . 


: entl 
问题 6 o( (全 =) 一 已 = ordp (- 特 ) >n+l1. 


问题 7 (2.9) 与 bE x (5) = 1 (5 进 式 地 ) 等 价 . 这 说 的 是 , 如 果 m 充分 大 


i=0 


则 有 Se x (-5)i=1 mod 5". 
i=0 


1 下 
i ys 
问题 8 证 3+32—33+34 一 35 二 3: 61—35+3 


因此 61 为 的 逆 元 . 


问题 9 设 N 为 不 小 于 2 的 自然 数 , 实数 a 的 N 进展 开 是 说 , 将 a 恰好 表示 
为 


a= > moN-”，omef01…N- 二 
四 


问题 解答 “3， 


的 形式 . 另 一 方面 , p 进 数 的 p 进展 开 是 bp anpn 的 形式 . 实数 的 p 进展 开 有 下 列 


不 同 点 . 实数 的 p 进展 开 中 pr 项 的 n 完全 可 以 有 无 限 多 个 负 的 , 而 正 的 却 只 有 有 
限 多 个 , p 进 数 的 p 进展 开 中 , pr 项 的 n 完全 可 以 无 限 多 个 都 是 正 的 , 而 负 的 项 最 
多 只 有 有 限 多 个 . 


问题 10 根据 命题 2.18, 以 及 在 Fs 中 土 1 为 平方 元 得 到 . 
问题 11 当 p 承 2 时 , 依照 命题 2.18 有 


在 Q 中 存在 一 1 的 平方 根 避 在 F, 中 存在 -1 的 平方 根 . 


当 p= 2 时 , 根据 命题 2.18 以 及 -1 关 1 mod 8 知 , 在 Q 中 不 存在 -1 的 平方 根 . 


问题 12 根据 域 论 , 当 K 为 特征 非 2 的 交换 域 时 , K 的 所 有 二 次 扩 域 均 为 形 
如 K(Va) (ae K, Vag K), 且 有 


K(Va) = 天 (VD) 会 ob- 为 K 的 平方 元 . 


因此 , K 的 二 次 扩张 与 K*/(K*)? 的 单位 元 以 外 的 元 按 a mod (K*)? (ae K,Vag 
K) 所 对 应 于 二 次 扩 域 K(Va) 给 出 一 一 对 应 . p 六 2 时 ，Qx/(Q;)2 的 阶 为 4( 命 题 
2.19(1)), 故 Qy 的 二 次 扩 域 的 个 数 为 4- 1 = 3. 又 因为 Q¥/(QX)? 由 1 的 类 , 2 的 类 ， 
5 的 类 , 以 及 10 的 类 构成 , 故 Qs(V 引 , Qs(V 引 , Qs(V10) 为 Qs 的 全 部 二 次 扩 域 . 


第 三 章 
问题 1 根据 命题 3.3(1), 有 


et 1 1 1 1 
nag0= - 直 忆 (二 + -= 站 必 a 


mEZ nez 


另 一 方面 , h(i) = -- 南 :人 全 仿 . 


1 1 二 5 J 1 
问题 2 利用 1 一 ( 肖 


4 din Rl\itn i-n 


问题 3 x 的 像 为 对 于 某 个 n > 2 的 所 有 n 次 单位 根 {C7 |1 <r <n}. 令 x 
的 核 的 阶 为 ,对 于 每 个 1 < 7 < n,x 在 G 的 上 个 元 上 均 取 值 6, 故 》 x(a) = 


a€G 


和 问题 解答 


Shc =0 
r=1 
问题 4 
5 a 
¢(%3)=2 ( 寺 + 玄 + 吝 +…) 
(这 1 1 1 
-区 - 区 页 )-"- 间 
=2C(s) —C(s) —2°— 加 
因此 ， 有 
lim (< ("3) +¢(®) = lim(2 —2°)¢ (s) 十 2 十 3 
= lm (1)c() +2+2 
=3 ~ 210g(2). 


其 中 最 后 的 等 式 是 由 lim(s - 1)6(s) =1 (命题 315(2) 得 到 . 


问题 5 由 命题 3.24(1) 知 , C(m) 的 分 母 的 素 因 子 p 满足 m= 三 1 mod p 一 1. 因 
为 p 一 1 除 尽 1--m, 故 p-1<1-m. 从 而 p<2 一 m. 


第 四 章 
问题 1 由 z3 = (y+i)(y 一 外, 按 命题 0.11 的 证 明 同样 地 进行 , 比较 
y+i=(a+m)’, a,beZ 
两 端的 虚 部 , 有 1 = 3a2 到 = (3a2 一 如 )b. 因此 b= 士 1. 后 面 的 讨论 就 容易 了 . 


问题 2 由 za = (y+V-11)(y - V-17), 按 命题 0.10 的 证 明 同 样 地 做 法 ( 但 
是 , 要 使 用 如 下 事实 : 除 尽 y+ V=11 与 y- V-11 两 者 的 素 元 只 有 V1T 和 土 2)， 
比较 


y+V-1ll= 本 三 下 站 ,abeZ 


两 端的 虚 部 , 得 到 1 = 3 (a 十 ”一 11 (83)?， 由 此 (3a? + 3ab -252)b = 2， 因 此 
be { 土 1, 土 2}. 后 面 的 讨论 是 容易 的 . 

问题 3 设 m 为 不 能 被 非 1 的 平方 数 除 尽 的 , 目 不 是 1 的 整数 , 令 K = Q(Vm). 
又 设 a=z+yVm (z,y € Q@), 并 令 of = zyvm. 

(i) 证 明 a es Ok 等 价 于 有 理 数 Qa+a = 2z 与 aa = z2 -mg2 都 属于 Z. 如 果 
QE Ok, 则 a 满足 a"+cia"! 十 .… 十 cn 二 0 (n> 1, c1,… ,cn EZ), 那么 a 换 成 


问题 解答 


a 


a’ 也 成 立 , 故而 w s Ok. 因此 , w+ oa， aa € Ok, 从 而 属于 Ok nQ = 2Z. 反之 , 如 
果 a+a aa EZ, 令 c= 一 (a 二 a), ca=aa, 则 wa 满足 az+ca+cs=0, 从 而 
属于 Ok. 

(i) 按照 (i), 只 要 证 明 下 面 的 的 断言 就 够 了 . 当 z,y e Q@ 时 ,在 m==2,3 mod 4 
的 情形 有 


27,72 — my EZ 7,Y EZ, 
而 在 m=1 mod 4 的 情形 有 
27,72—my EZO272Y EZ,E rz-yeZ. 


(过 ) 首先 证 明 , 如 果 ,ye Q 满足 2z,z? 一 my? e Z, 则 2y e Z. 如 果 ! 为 奇 素数 ， 
那么 由 ordi(z) > 0 及 z? 一 my? eZ 知 , ordi(m) + 2ordi(y) > 0. 由 于 ordi(m) < 1 
故 2ordi(y) > 一 1. 因此 ordi(y) > 0. 另外 , 由 于 ordz(z) > -1 和 2z? 一 my? e Z, 故 
ordz(m) 十 2ord2(y) > 一 2, 而 ordz(m) < 1, 故 2ordz(y) > -3, 因此 ordz(y) > -1. 由 
上 得 到 2y e Z. 

(iv) 现 证 明 (ii) 所 说 的 等 价 关系 . 由 (ii) 知 ， 只 要 假定 2z,2y e Z 即 可 . 设 
2z =u, 2y =v (u,v EZ). 在 m=2,3 mod 4 的 情形 只 要 证 明 


WwW-m?=0 mod4$u=v=0 mod 2 
即 可 . 而 在 m = 1 mod 4 的 情形 只 要 证 明 
42 一 mu 三 0 mod4u=v mod2 
即 可 . 它们 的 证 明 是 容易 的 . 
问题 4 与 命题 4.1(5) 的 证 明 一 样 . 


问题 5 类 数 分 别 为 1, 2, 2, 2. 作为 例子 证 明 Q(V=5) 的 情形 . wk = 2, N = 8， 
而 x:(Z/8Z)x 一 Cx 有 


X(L mod 8) = X(3 mod 8) = 1， X(5 mod 8) = X(7 mod 8) = -1. 
oa 革 
根据 推论 4.29, hx = ax 2X) =-60+3-5-7=1. 


第 五 章 
问题 1 
(3,1+ V-5)(3,1— V-5) 
= (9,3(1— VvV-5),3(1+ V-5), (1+ V-—5)(1 — vV-5)) 
= (9,3(1 — V-5), 3(1 + V-5),6) = (3) 


有 问题 解答 


(因为 9 一 6 = 3). 对 于 (5) 的 等 式 证 明 是 一 样 的 . 


问题 2 如 果 存 在 <=z+yV-5e2ZIV=5 (z,y eZ) 使 得 (3,1+ V-5) = (a)， 
那么 它 与 复 共 恩 的 积 为 


(3,1+V=-5)(3,1- V-5) = (aa) = (z2 + 502). 
也 就 是 说 , (3) = (z2 + 5y?). 这 表示 3 = 十 (z2 + 5y?), 但 这 是 不 可 能 的 . 


问题 3 作 图 不 可 能 . 由 于 40* = 2 一， 倘若 40° 作 图 可 能 的 话 , 那么 Gy 也 必 
定 作 图 可 能 . 然而 [Q(G) : Q] = #((Z/9Z)*) = 6 不 是 2 的 睾 , 故 Co 作 图 不 可 能 . 


问题 4 由 X-s 的 定义 可 清楚 看 出 x_s : (Z/20Z)x 一 { 二 1} 将 1,3,7,9 mod 20 
映 到 1, 而 将 11, 13,17, 19 mod 20 映 到 一 1， 


问题 5 根据 命题 5.2 知 , Ok 的 非 堆 素 理想 中 不 含 3 的 那些 在 天 (Ga) 上 非 分 
歧 . 另外 , 由 于 天 (Ga) = K(V-3) = K(V3), 由 命题 5.2, Ok 的 非 零 素 理想 中 不 含有 
2 的 在 K(Cs) 中 非 分 歧 . 但 不 存在 既 含 2 又 含 3 的 素 理想 . 


第 六 章 


问题 1 (1) 对 于 不 属于 的 kIT] 的 元 f 及 k[T] 的 任意 非 零 元 g, 有 fg 的 次 
数 > 1, 故 不 可 能 有 fg = 1. 因此 f 不 是 k[T] 的 可 道 元 . 

(2) 关于 CI[T] 的 论断 因 容易 而 略 去 . 设 f 为 RIT] 中 的 不 可 约 多 项 式 . f 在 C 
中 具有 根 a. 如 果 a e R, 由 于 f 在 RR[T] 中 , 从 而 被 -a 除 尽 由 f 的 不 可 约 
性 , 知 f= a(T 一 a), a e Rx, 因此 f 为 一 次 式 . 如 果 a g RR, 则 a 的 共 二 元 a 也 是 
了 的 根 , 由 于 (T 一 a)(T 一 a) e RIT], 故 在 RIT] 中 了 被 (T 一 a)(T a) 除 尽 . 由 半 
的 不 可 约 性 知 f = a(T -a)(T -a), a € Rx. 这 时 将 了 记 为 f=aT?+bT+c, 则 
如 一 4ac = a?(a 一 6)? < 0. 反 过 来 , 一 次 式 为 不 可 约 多 项 式 , 而 aT? 4bT 二 ec (a,b,ce 
民 , a 关 0, 如 一 4ac < 0) 的 多 项 式 在 R 中 为 没有 根 的 二 次 式 , 从 而 为 不 可 约 多 项 式 . 


问题 2 以 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 代替 素数 进行 同样 的 证 明 . 
问题 3 xz 十 人 ) > min(v(z),v(w)) = v(y). 如果 xz+ 切 > v(y), 由 于 y= 


(2+W)+(-2), 故 有 v(y) > min(v(z + 9),v(-z)) = min(v(z + 9),v(z)) > v(y), 引出 
了 了 矛盾 . 


问题 4 在 命题 6.41 中 取 a = Vm, p = pZ (p 是 不 除 尽 m 的 奇 素数 ) 那么 ， 
f(T) = 7T?-m, 且 Ja) = 2Vm 不 含 在 p 之 上 的 Or 的 素 理想 之 中 ， 根 据 命题 
6.41(2), 有 


p 在 工 中 完全 分 解 各 7T? 一 m 在 F, 中 有 根 必 (2) 区 


问题 解答 


问题 5 令 4=ZK= QL= Q(W3),B' = Z[Y3]， 设 p 为 素数 . 令 a = 
3, f(T) = T3 一 3, 则 f(a) = 0, 且 p 为 素数 ,如 果 p 关 3, 由 于 f(a) = 333”, 故 
PZ332 eZNf'(a)B'. 如 果 p=3, 则 f(T) 是 对 于 pZ 的 Eisenstein 多 项 式 . 因此 由 
命题 6.46 得 到 B' = 

问题 6 证 明 引 理 6.89. 在 离散 空间 X 中 , X = U {2} 是 X 的 开 覆 盖 . 特别 

ZE. 

地 , 如 果 X 为 紧 , 由 紧 的 定义 知 X 为 有 限 个 {z} 的 并 , 因此 X 为 有 限 . 

下 面 证 明 引 理 6.90. 设 Y = 出 Ua 为 Y 的 开 覆 盖 . 只 要 证 明 Y 为 有 限 个 U、 
的 并 就 可 以 了 . 因为 X 为 紧 而 Xz Eu fj-1(DA) 为 X 的 开 和 覆盖 , 于 是 存在 指标 集 
4 的 有 限 子 集合 4' 使 得 X = VU 六 1 )， 因为 f 为 满 射 , 故 Y = Uy DU. 

‘EA’ EA 


问题 7 (1) 由 an 在 RRx [] Zo 中 以 及 对 所 有 p 有 ordp(n!) 一 co 而 得 到 . 
了 :素数 
) 在 Ai 中 取 1 的 邻 域 U=Rx x 工 ZX, 由 an 4U 得 知 . 


也: 案 数 


问题 8 有理数 是 分 母 为 素数 寡 的 有 理 数 之 和 , 因此 对 于 素数 p, n > 0, ce Z， 


只 要 证 明 ， (#) 二 1 即 可 . 由 于 wo (号 ) 2 (zni&) 2 (和 s)， 以 及 对 素数 
1 二) = 1 因此 得 到 结论 . 
第 八 章 


问题 1 我 们 有 Q@X/(QX)? 兰 Z/2Z x Z/2Z, 由 于 这 个 群 的 指数 为 2 的 子 群 有 3 
个 , 故 根据 局 部 类 域 论 知 二 次 扩 域 的 个 数 为 3 个 . 


习题 解答 


第 零 章 


0.1 假设 5 的 ”次 根 为 有 理 数 , 将 其 分 母 分 子 作 素 因子 分 解 , 设 其 为 +p? … psf" 
(p1,… ,pr 为 相 异 素数 , ei 为 整数 , 且 ei 关 0). 取 其 n 次 宕 得 到 5 = p?…pre". 因 
为 n > 2, 这 与 素 因 子 分 解 的 唯一 性 相 矛 盾 . 

0.2 ”如果 V3+ V3 为 有 理 数 , 那么 其 二 次 寡 5+ 2V6 也 为 有 理 数 . 从 而 V6 必 
为 有 理 数 , 但 以 上 面 习 题 0.1 的 同样 方法 可 推出 V6 为 无 理 数 . 

0.3 29=22+52, 37=1?2+62,... 

0.4 ”对 素 元 分 解 5 = (2+i(2 一 让 13 = (3 十 2i)(3 一 2i) 进行 两 种 组 合 ， 

652 = {(2+i)(3+22)}{(2—i)(3— 2i)} = (一 33 十 56i)( 一 33 一 56i) = 332 十 562. 
652 = {(2+i)(3— 2i)}2{(2—i)(3+2i)}? = (63 一 16i)(63 + 16i) = 632 + 162. 
了 洲 让 人 
中 如 果 zz? 一 2y? = 由 (本 (s+) = 去, 因此 0< -V5 < 
一 人 vy 
Wh 这 表示 T 逼近 V2. 

0.6 说 明 满足 3y(v+1) = 的 自然 数组 (z,y) 有 无 限 多 个 就 可 以 了 . 将 这 个 

方程 改写 为 形 如 


(2y + 1)? 一 2(2z)2 = 1. 
对 于 n> 1, 定义 自然 数 an,bn 为 (1+ V2)" = an 十 bnV2. 考虑 
a2 — 2b2 = (an + bnV3)(an = bnV3) = (1 + V3)"(1— Va)" = (-1)" 


“用 习题 解答 


以 及 (1 + V3)" 的 展开 式 , 有 oa = 1+( 偶 数 ), b。= 1+( 偶 数 ). 了 为 偶数 ， 
则 an - 2bn = 1, an 为 奇数 而 如 为 偶数 ， 于 是 令 y = oe, z = 也, 便 使 得 
(2y + 1)? — 2(2z)2 = 1. 
第 一 章 

1.1 答案 : 0, (0, 寺 1), (4,V-3), (Ya, 寺 V3),(-VYac8,+V 引 共 9 个 
(G 为 3 次 本 原单 位 根 ). 所 要 求 的 是 : 3P = 0 怠 2P = -P. 一 般 地 记 Pe E(C), PP 六 
O 的 z 坐标 为 z(P). 对 于 PQe EB(C) 有 


z(P) = z(Q@) SQ=+P 


此 ， 


3P=0,P#0%z(2P)=z(P)E P#0. 
z(P)4 — 8z(P) 
对 于 BE(C) 的 点 呈 使 得 2P 了 关 0, 因为 z(2P) = Dai (81.2(1.4)), 故 z(2P) = 
z(P) > z(P) = 0 一 — Yals, — YAC?. 
1.2 设 m,n 为 互 素 的 整数 , 令 
A=|(m? + 32n3)m], B= |4(m3 — dn3)nl. 


设 咯 为 4 与 B 的 最 大 公 因 子 . 要 证 明 问 题 中 的 不 等 式 只 要 证 明 DD 为 144 的 约 数 
即 可 . 之 所 以 这 样 说 是 因为 , P 的 > 坐标 为 于 (n 六 0), 并 设 m,n 互 素 ， 
五 (2P 的 z 坐标 ) = 五 ( 介 = 起 max (4, B) 
> Bmax (mn) = 方 了 8(P 的 Zz 坐标 )4. 
设 p 为 素数 . 我 们 有 ordp(D) = min(ordp(A4),ordp(B)). (ord 表示 恰好 被 p 的 
多 少 次 寡 除 尽 的 寡 次 .) 如 果 p 为 刀 的 素 因子 则 p 不 能 除 尽 n (如 果 p 除 尽 n, 则 p 
不 能 除 尽 m, 从 而 不 能 除 尽 ms + 32n3, 因此 p 不 能 除 尽 4.) 如 果 p 为 D 的 素 因子 
且 p 关 2, 则 5 不 能 除 尽 m (如 果 p 关 2 且 除 尽 m, 则 p 不 能 除 尽 B). 因此 倘若 p 为 
刀 的 素 因子 且 p 头 2, 则 
ordp(D) = min(ordp(m’? + 32n3), ordp(m3 — 4n3)) 
< ordp((m? + 32n3) — (m3 — 4n3)) = ordp(36n3) = ord, (36). 


此 p=3 且 orda(D) < 2. 

下 面 考察 orda(D). 如 果 m 为 奇数 则 ordz(4) = 0. 如 果 m 为 偶数 , 由 于 n 为 
奇数 , 故 ordz(m3 - 4n3) = 2, 因此 ord2(B) = 4. 
综 上 所 述 , D 为 24 x 32 = 144 的 约 数 . 因而 问题 中 的 不 等 式 得 证 . 


习题 解答 本 


因为 车 + > 6 则 二 jr* > ,如 果 该 梢 圆 曲线 的 有 理 点 已 满足 有 (P 的 z 坐标 ) 


> 6, 则 成 立 五 (2P 的 z 坐标 ) > 五 (P 的 x 坐标 ). 如 同 在 正文 中 那样 , 该 椭圆 曲线 具 
有 使 得 瓦 (P 的 z 坐标 ) > 6 成 立 的 有 理 点 . 对 于 这 个 点 P, 由 于 点 已 2P, 4P, 8P， 
16P,… 的 zx 坐标 高 全 都 不 同 , 从 而 是 不 同 的 点 , 因此 有 理 点 为 无 限 多 个 . (另外 , 我 
们 可 以 更 加 仔细 地 考虑 上 面 的 证 明 : “ m,n 为 整数 , 若 m 关 0 mod 3 或 者 n 冯 0 
mod 3, 则 m3 一 4n3 关 0 mod 9” 这 个 断言 实际 上 对 于 0<m<8, 0 < n < 8 通过 实 
际 验证 可 确认 . 于 是 由 上 面 的 D 知 为 24 x 3 = 48 的 约 数 , 从 而 有 


48. 五 (2P 的 z 坐标 ) > 五 (P 的 z 坐标 )4. 
由 于 "车 > >4 则 让 " > mm, 故 如 果 己 为 (5,11), 则 已 2P 4P 8 已 .… 的 z 


坐标 的 高 全 不 相同 , 那么 仅 在 知道 了 存在 有 理 点 (5, 11) 时 便 知道 了 有 无 限 多 个 有 理 
点 .) 


1.3 对 于 (z,y)e 久 有 (sts 和) sm， 这 由 


并 一 9 二 类 各 = 动 + 邑 _ 钛 -1 
和 十 了 3 3 (z+y)? 3 (2+y: 


得 到 ， 这 是 一 个 满 单 射 , 其 逆 上 映射 一 X 由 (m 妇 忆 (时 "三 ue 5 给 出 . (对 于 


(oy) er 证 明 (时 1, 1 ) eX 可 由 复合 喘 射 一 Y 一 Xx 了 一 区 了 均 为 
恒 同 映射 得 到 , 证 明 从 略 ) 
1.4 逆 映 射 了 一 外 由 (切口 = (E+ 2 给 由 


1.5 我 们 对 1.3, 1.4 的 证 明 给 出 了 大 体 的 描述 , 而 此 1.5 的 证 明 只 要 弄 清 即 可 ， 
故而 略 去 . 


1.6 (iD 解答 : (z,y) = (0,0), (2, 土 4). 方法 : 如 果 (z, 急 天 (0,0) 为 妇 = zs+4z 的 
有 理 点 , 考虑 上 面 习题 1.5 在 上 = -1 的 情形 , 那么 gtz, = 人 eb 3) 


是 太一 到 一 z 的 有 理 点 . 由 命题 12, 它 等 于 (0,0), (10), 故 人 三 ) =0, 因 
此 y= 0 或 者 z = 土 2. 

(i) 解答 : (z,y) = ( 士 1 0). 方法 : 如 果 (z,y) 为 y? = 于 一 1 的 有 理 点 , 考虑 在 1.4， 
1.5 在 大 = 一 1 的 情形 , 它 按照 XX 一 站 也 已 (KE) : (z,y) 上 (z2,zgy) 的 像 是 y?2 = zs 一 z 
的 有 理 点 . 因此 得 到 zy = 0. 

( 道 ) 解答 : (z,y) = (0, 土 2). 方法 : 与 (ii) 相同 . 如 果 (z,y) 为 y= z4 二 4 的 有 理 
点 , 则 (z2,zg) 为 j2 = za + 4z 的 有 理 点 . 因此 根据 (i), (z?,zy) 等 于 (0,0), (2, 土 4) 
下 任 一 个 


:12 习题 解答 


第 二 章 
2.1 例如 , 二 在 及 中 收敛 于 1, 而 在 Qs 中 收敛 于 0 
于 3" 一 0) 收敛 于 1, 而 在 Q@2 中 收敛 于 0 


2 tw Ge2 /wa eer nso (2) /a 
的 限制 记 为 记 . 这 时 , 所 : (去 z) /z 2 四 / z 的 像 (由 于 定义 域 (去 z) /z 
被 pr 倍 消去 ), 含 在 也 四 /z 的 pr 信 映 射 的 核 (=z) /z 中 .因此 , f 是 从 


(去 z) /z 到 (去 z) /z 的 同 态 . 它 与 以 Z/p"Z 的 某 个 元 a 的 on 售 映 射 相 一 
致 .于 是 得 到 了 环 同 态 


可 aom 人 z 站 /zz 四 六 z) > m2/pZ: p(f) = oj 


反 向 地 , 标准 同 态 
4eava-am 人 四 /zz 图 用 

按 下 面 的 方式 得 到 , 设 (an)w>1 e limZ/p"Z. 对 ze z 人 /2 因为 z|3| /z= 

电信 z) /2 取 使 得 z < ($2) /z 的 n > 1, 则 令 f(z) = anz, 以 此 定义 


而 7 训 在 Qs 中 (由 


f = Yl(an)nz1) e Hom (2 国 /zz 四 /az ): 容易 弄 清 , 。p，wp ov 各 自 为 
lem 人 半 ZZ 上 % z) 和 imZ/p"2 的 便 同 映射 .因此 


Hom (z 四 J- ZZ 上 / z) lm/p"Z 7. 


2.3 设 n 关 0, 并 令 上 k= ords(n)， 应 用 命题 2.14(4), 则 知 如 下 事实 ， 由 于 4 
属于 1 + 3Zs 而 不 属于 1 + 9Zs, 故 log(4) 属于 3Zs 而 不 属于 9Z3， 因 此 ， nlog(4) 
属于 3*+1Zs 而 不 属于 3*+2Zs, 于 是 , 4" = exp(nlog(4)) 属于 1 十 3*+1Zs 而 不 属于 
1+ 3k+2Z3. 因此 和" 一 1 属于 3x+1Zs 而 不 属于 3k+2Zs, 从 而 ords(4" —1)=k+1. 


2.4 (1) 由 命题 2.18, p 为 奇 素数 时 
( 志 =1 心 p=13 mod8 
而 得 知 . 下 面 是 (2) 的 z? +y? = -2, 即 考察 -3 -$y = 1, 存在 z,y e Q; 满足 它 
的 充 要 条 件 , 根据 命题 2.20, 是 (1, -二 ) = 1. 但 如 果 p#2 则 (-1,_1)】 1 
e272 ?2 则 (3)， 


习题 解答 


而 (- 二 - 直 ，= -1 要 证 明 (9) (因为 如 果 关 2 则 空 十 好 = -2 的 解 满足 


Z2 十 2 十 02 会 全 只 要 证 明 存在 Q@2 的 元 z,y > 满足 zz + 内 +z22 = -2 就 可 以 了 . 
在 Qs 中 -2 非常 委 近 14, 我 人 有 也 +22+3? = 14. 由 于 总 = -7= 1 mod 8, 故 


由 命题 218, 存在 ae Q¥ 使 得 中 = 基 . 因此 , -2 二 其 = (0) + 全 于 全 


第 三 章 


3.1 (1) Dirichlet 特征 x : (Z/8Z)x 一 Cx 定义 为 : X(1 mod 8) = x(3 mod 8) = 
1, X(5 mod 8) = Xx(7 mod 8) = -1. 问题 便 是 要 求 L(1, x). 由 于 x(-1) = -1, 由 定 
理 3.4 有 


L(1,X) = 等. “(hs) + hl) = (ch) = (cD) = 了. 


(2) Dirichlet 特征 x : (Z/8Z)x 一 Cx 定义 为 x(1 mod 8) = x(7 mod 8) = 1, 
X(3 mod 8) = X(5 mod 8) = -1. 问题 便 是 要 求 L(2, x). 由 于 x(-1) = 1, 由 定理 3.4 
有 


2 
D0 = (和 ) $9) hal) = tale) + hoe) = Rr. 


1 1 | i a 
— 21-s = 一 一 工 一 一 一 
(1- 2")c(8) » | 2 Gm 1 + 十 十 


(2) 
i s—1 1 + 1 
ol 0 -2 二 了 人 一 到 十 划一 大 让 =- 过 5 log2=1. 


3.3 取 s1 一 ss 一 ss 十 s7, 则 


use 
we{ I 


这 里 的 x 为 3.1(2) 所 给 出 的 那个 . 它 可 改写 为 
. 
-be (Fr) -vt 


因此 L(1,x) = log(1 + V3). 


} =G@-S-S+GDEG， 


‘14. 习题 解答 


3.4 略 去 关于 绝对 收敛 的 问题 , 我 们 来 叙述 有 关 解 析 延 拓 以 及 不 大 于 0 的 整数 
上 取 值 的 解答 . 以 简单 的 一 个 本 记 按 n1,… ,mk > 0 的 求 和 , 那么 


oo 
1 
i pe 二 er 全 EY Ye J 
T(s)C(s, micb cn) 外 i “十 CRNk)S 
ye Betamteteon)ue ee 
0 u 


取 a > 0， 将 此 积分 分 为 人 = + 由 于 当 w -co 时 e-em 急剧 地 趋向 


于 0, 故 /和 可 解析 延 拓 为 整个 复 平面 上 s 的 全 纯 函 数 . 又, 当 取 a 充分 小 时 , 在 
0<lulga 中 1-e-ew (1<i<k) 没有 零点 ,于 是 在 0<w<a 可 使 得 


Ee-zu 


kk (ee) 0 ey = 人 
(hn 为 可 写成 为 z,c1,… ,cx 的 多 项 式 形式 的 数 ) 从 而 


Qastn—k 
ae 人 =- -D4 "s+n— 
因此 6(s z; 01,.… ,cx) oe 除去 1,2,… ,大 均 为 
全 纯 . 在 不 大 于 0 的 整数 m 处 有 


6 


1 ae-m 
cl ck 6(mi zcl yck) = lm 5) a EE Ak—m : (—1)™ .|ml!. 
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句号 存在 wez head 使 得 = oa 
按照 在 84.1 中 对 命题 0.2, 0.3, 0.4 证 明 的 同样 做 法 , 得 到 当 p 头 2,7 时 有 
上 面 的 条 件 心 的 二 了 是 三 全 全 性 全 


4.2 如 果 满足 6, 则 n 二 wl 其 中 m 为 自然 数 ,+ > 0, p; 为 除 以 4 余 


1 的 素数 或 者 2， 由 于 有 了 p; = oajaji，oj € 2Z[V=j], 我 们 记 "I 为 8 并 令 
B=z+yi(z,y eZ), 于 是 n= 5= z2 十 凤 . 


习题 解答 re 


如 果 不 满足 (i), 则 存在 素数 p = 3 mod 4 使 得 ordp(n) 为 奇数 , 那么 由 于 有 
Cunjp= ( 导 ) = - 故 不 存在 mye@ 使 得 n 字 十 咏 

4.3 令 p= aa (a 为 Zi 中 的 素 元 ), 以 及 令 azn = z+Wi, 于 是 pzn = a2na2n 一 
22 十 妇 , 由 于 素 元 分 解 的 唯一 性 , z 关 0,y 0, 因此 mr 为 以 z, y, p" 为 三 边 的 直角 
三 角形 的 斜 边 . 因为 az" 不 被 p 除 尽 , 三 边 长 的 最 大 公约 数 为 1. 我 们 来 证 明 满足 此 
条 件 的 三 角形 是 (在 全 等 意义 下 ) 唯一 的 . 由 pzn = z2 十 刀 , z,y 是 自然 数 , 考虑 两 边 
的 素 元 分 解 pz" = (z+yi)(z 一 yi), 于 是 有 z+iy = arasB, fz 一 yi= asar >0,s> 
0, 7 十 8 = 2n, Be { 士 ], 土 讨 . 如 果 7 关 0,s 关 0, 那么 z+ yi 被 p 除 尽 ,从 而 zx,y,p" 
全 都 被 p 除 尽 . 在 + =0 或 者 s = 0 的 情形 , z +iy = a2"6 或 者 z+ 记 = a2"6, 这 给 
出 了 与 前 面 所 得 三 角形 全 等 的 三 角形 . 

4.4 采用 命题 4.27 的 记号 . (2, 1) e 为 , 显然 其 y 分 量 是 忆 的 元 中 最 小 的 . 那 
么 由 命题 4.27 得 到 结论 . 

4.5 根据 附录 的 定理 A.2 知 , [[p”, [[p“ 分 别 是 包含 在 a 和 6b 中 的 4 的 


分 式 理想 集合 里 的 最 大 者 ， 以 及 包含 了 a 和 b 的 4 中 分 式 理想 集合 中 的 最 小 者 . 
anb, a+b 各 自 具有 这 些 性 质 . 


4.6 z3 = (y+2V-5)(y -2V-5). 来 证 明 y + 2V=5 在 ZIv- 引 中 是 一 个 3 
次 宪 . 能 除 尽 (y + 2V-5), (y 2V-=5) 两 者 的 素 理想 ( 即 包含 了 两 者 的 素 理想 ) 必 包 
会 7T (y+2V-5) - (一 2V=5) = 4V-5. 理想 (2) 的 素 理想 分 解 为 (2) = a2, 其 中 
a = (2,1+ V=-5), 表明 (V-5) 是 个 素 理想 . 因此 


(y+2V-5) = a™(V-5)"b, (y — 2V-5) = a™(V-5)"c, m > 0,n > 0, 


其 中 a, (V5),b,c 的 任意 两 个 都 不 被 共同 的 素 理想 除 尽 . 由 (z)3 = a2m(V-5)?"be 
知 m,n 均 为 3 的 倍数 , 而 b,c 为 某 个 理想 的 3 次 寡 . 因此 (y + 2V-5) 为 某 个 理想 
a 的 3 次 寡 . 因为 类 数 2 不 被 3 除 尽 , 按照 84.4 中 同样 的 讨论 知 , d 的 3 次 宕 为 主 
理想 表明 d 自身 是 个 主 理想 . 令 d = (a), ae Z[V= 引 . 由 于 (y+2V-5) = (a3), 故 
y+2V-5= 土 a3 = ( 寺 a)3. 于 是 y+2V-5 为 Z[V- 引 中 的 一 个 3 次 寡 元 . 


y+2V-5= (+bV-5)3，a,be ZIV-9. 


因此 , y = a3 一 15ab?, 2 = 3a2b 一 503 = (3a2 一 50?)b. 由 最 后 面 的 式 子 知 b = 士 1, 土 2. 
以 后 的 讨论 是 容易 的 . 
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5.1 通过 对 (Z/8Z)* 的 子 群 的 讨论 , 可 以 了 解 Q(Gs) 的 子 域 如 下 图 表 所 示 . 每 
个 域 的 右 侧 的 对 应 位 置 表示 了 在 该 域 中 完全 分 解 的 素数 的 条 件 (例如 , (1 mod 8) 表 


16. 习题 解答 


示 在 对 应 的 域 中 为 完全 分 解 的 素数 p 的 充 要 条 件 是 p = 1 mod 8 的 意思 ). 这 些 均 
由 定理 5.7 所 判明 . 


Was (mod8) 
QW) QWT) QQS) (tlmod8) (mod4) (1,3mod8) 
mr (所 有 的 素数 ) 
5.2 
Se (Lmod15) 
QIN) Qstti) QE) (1,4modl5) (+1mod15) (1 mod5) 
4 U 
dl15) (lmod od 
QWT3) QW3) QQw5) (1,2,4,8 mod15) (1 mod 3) (+ 1mod5) 
ee (所 有 的 素数 ) 


Q 


5.3 像 在 例 5.28 所 说 过 的 那样 , 使 得 p = 3,7 mod 20 成 立 的 素数 p 不 能 
写成 p = z? + 5y?(z,y e Z) 的 形式 , 并 在 Q(V=5) 中 是 两 个 非 主 理想 的 素 理想 
的 积 . 设 ppa 是 这 两 个 素数 ,于 是 在 Z[V= 引 中 (pi), (pz) 有 素 理想 分 解 (p1) = 
PiP1, (Pp2) = pa52. 因为 Q(V-5) 的 类 数 为 2, 故 pips 为 主 理想 . 令 pips = (a), a = 
z+yV-5, z,y € Z, 于 是 


(pi1p2) = pip2Bi1Bo = (a6) = (z2 + 5y?). 
因此 pipz = z2 十 5y?. 
5.4 (1) 设 u 为 循环 群 Fx 的 生成 元 , 由 于 w 的 阶 为 p - 1, 那么 如 果 p = 
1 mod N 则 wlP-D/N 的 阶 为 N, 即 为 N 次 本 原单 位 根 . 
其 逆 的 证 明 . 车 F 具有 N 次 本 原单 位 根 , 那么 Fx 具有 N 阶 的 元 . 这 便 证 明 
了 Fx 的 阶 数 p 一 1 为 N 的 倍数 , 因此 p = 1 mod N. 


(2) 对 于 特征 非 2 的 域 的 元 a, a 为 4 次 本 原单 位 根 避 a? ~ 1. 因此 对 于 奇 素 
数 p 有 


( 导 ) =19 丰 在 se 可 使 全 o2= -1 


今 gp 具有 4 次 本 原单 位 根 今 p 三 1 mod 4. 
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6.1 设 p 为 非 5 的 素数 , 并 设 p 为 p 之 上 在 工 = Q(V5) 中 的 素 理想 . p 的 剩 
余 类 域 或 为 Fo 或 为 F, 的 二 次 扩 域 Fs (命题 6.22). p 的 剩余 域 的 非 零 元 a 满足 


习题 解答 A 


az -1 = 1, 且 若 p 的 剩余 域 为 F,, 则 满足 ar-! = 1. 这 些 可 由 F% 是 p? 一 1 阶 群 而 


了 为 p 一 1 阶 群 得 到 . a 取 为 Lv mod 以 及 工 -5 mod p 时 ,wmod p 在 
将 nn 换 做 n+ 大 一 1 时 不 变 , 而 如 果 p 的 剩余 域 为 ,时 , 则 将 n 换 做 np 一 1 不 


变 


”如 果 力 三 1 mod 4, 则 由 于 了 在 Q(V8) 中 为 完全 分 解 ( 表 5.2), p 的 剩余 域 全 
是 F, (推论 6.23). 


6.2 (1) 由 于 如 果 ze O¥ 则 Nzjk(z) e O%, 故而 vk (Nzjx(z)) = 0= vr(z). 
对 于 一 般 的 ze LX, 设 e 为 工 对 于 KK 的 分 歧 指数 , 存在 ye KX, ue OX 使 ze = yu. 
要 证 明 vk (Nz/k(z)) = vr(z), 只 要 证 明 其 两 边 的 e 倍 成 立即 可 , 从 而 最 终 只 要 证 明 
对 于 ye Kx 有 vk(NE/k(Y)) = fvL(y). 这 时 其 左 端 = wk) = [L: Kjvk(y)， 
而 右 端 = fevxk(y) =[L: Kjvxk(y). 

(2) 利用 (1) 及 引 理 6.19(3), 有 


INz/r (olg = a Oo/e(e) = g -fre) = [oly. 


6.3 ”对 于 有 理 数 域 情形 的 乘积 公式 , 容易 由 素 因 子 分 解 得 到 证 明 . 考虑 一 般 数 
域 K 的 情形 . 设 ce Kx. 当 和 为 Q@ 的 素 点 时 ， 


INx/o(o)ls = 


= TIlalx.: 


a oA 


TI Ngo (0) 
| 入 


这 里 的 [ 表示 遍历 上 K 的 素 点 v 的 积 . 第 一 个 等 式 由 引 理 6.74 得 到 , 第 二 个 
vlX 
等 式 则 根据 了 前 面 的 习题 6.2(2). 因此 
Tllalx, = IIINxeo(ob =1. 
也 入 


6.4 (1) 由 定义 就 看 出 . (2) 为 (3) 的 特殊 情形 (b = Ok 的 情形 ). 

对 于 (3) 的 证 明 , 我 们 通过 对 ab-: 的 素 理想 分 解 时 素 理想 的 个 数 ( 算 上 重复 
的 数 ) 使 用 归纳 法 , 故 只 要 对 于 a = pb, p 为 素 理想 情形 证 明 即 可 . 这 时 ,bya 为 域 
Ok/p 上 的 一 维 线性 空间 (因为 不 存在 理想 c 使 得 b 2 c 2 a, 从 而 不 具有 除 0 和 
自身 以 外 的 Ok/p 线性 子 空间 .) 因此 这 种 情形 下 成 立 [5 : a] = #(b/a) = N(p) = 
N(a)N(b)-!. 


6.5 略 去 K = RR,C 这 两 个 简单 情形 . 设 K 为 以 有 限 域 为 剩余 域 的 完备 离散 
赋值 域 . 

(1) 设 p 为 Ok 的 极 大 理想 . 取 i > 1 充分 大 , 再 取 j 使 得 pi Cc npi， 令 
W = Ker(OX% 一 (OK/Pi)*). W 为 Kx 的 开 子 群 . 


W = exp(p’) cexp(np = (exp(p))”C (K*)". 
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因此 , (Kx)” 包含 了 开 子 群 , 从 而 自己 也 是 开 子 群 . 另外 由 于 Ok/W 兰 (Ok/pi)x 为 
有 限 群 , 以 及 Kx 兰 Z@ O%, 故 Kx/(K*)" 同 构 于 有 限 群 Z/nZ @ (Ok /pi)x 的 商 
群 , 从 而 有 限 . 

(2) 设 如 为 Kx 的 指数 为 n 的 子 群 , 则 吾 2 (Kx)", 从 而 由 (1) 知 (K*)" 为 
开 , 因而 五 也 为 开 . 
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7.1 如 果 素数 为 有 限 个 , 则 6(2) 为 有 限 个 (1 - z-2)-: 的 积 所 表示 的 有 理 数 . 

7.2 设 K 为 对 应 于 x 的 二 次 域 , 由 Ck(s) = C(s)D(s,x) 与 Gx(s) = Gk(1 一 
s), C(s) = C(1 一 s) 得 到 Z(s,x) = ZI 一 s,x), 因此 W(x) =1. 

7.3 ”计算 每 个 留 数 便 清楚 了 . 我 们 写 出 (1) 的 计算 步骤 . 对 于 Re (a) > 0, 令 


Re [| 
8 


f(a)= 


~ 2rilogz /i I 


| 


现在 令 


Ma 一 1 vo-1 
9+(a) = 人 lv ”=-/ oi 
(参看 图 表 ) 
Ce 

EE 1 届 

二 2 汪 

0 EAI 而 六 
则 有 


es Im(a) >0 
9-(a) Im(a) <0， 
这 可 由 如 下 方式 得 出 . 首先 取 微分 , 得 


1 ~: Ea / 本 2 
Jaw= 王 ， 中 = 五. 


此 f(a) -9+(a) = 常数 , 又 当 Im(a) 一 二 oo 时 , 可 看 出 f(a) 一 0, gsi(a) 一 0. 所 
以 得 到 了 断言 . 特别 地 取 a = 1 有 


re du 
1) = 9+(D) = +/ 本 
f(1) = 9+(1) 人/ Te /YY 


+e logu -E Trelogu 
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让 e140, 则 有 
f(1) =Li(z) 一 条 
另 一 方面, 由 于 
1 otioo 4 flog(s —1)h , 
10- 南 声名 


从 而 得 到 了 (1). 而 (2), (3) 是 同样 的 . 
7.4 应 用 Cx(s) = Cxk(1 一 s) 与 Cx(s) 在 s=1 的 留 数 公式 即 可 . 
7.5” 取 对 数 微分 则 
i 7+logn 1 1 ee 和 l 
i re 


n=1 


在 此 取 s = 0, 利用 5(0) = -二 C4(0) = 一 log(27) 求 出 


1 7 logr 
二 一 六 一 一 一 一 1 四 
2 2 2 og 2 十 


再 取 微分 并 取 s = 0 则 得 到 


学 直 =1- 守 +Qogl2r)?+26"(0) 
> 


7.6 将 log(sinz) = - > cana) _log2 代入 该 积分 中 进行 计算 即 可 . 


n=1 


7.7 令 y(s) = ee 我 们 首先 有 
n=1 


p(s) = 全 "”) -2 (sen) 


=6(s) —2.2 °C(s) 一 (一 2 9)6(9)， 


Euler 函数 方程 说 的 是 
yp(1—s) (s—1)! TS 
90 二 1 Deos (3), 
对 于 s = 2,3,4.… 成 立 
(s—D)!=T(), 
故而 可 写 为 
QT T(s) 


ns 
a) Gr Dos (TF)- 


.20 . 习题 解答 


因此 可 改变 形式 为 
C1—s)=Tc(s) cos (SF) ¢(s). 
另 一 方面 , Riemann 函数 方程 为 


Tr(1— s)C(1 — s) = Ta(s)C(s), 


可 写 为 
ca 
因此 对 于 所 说 的 等 价 性 只 要 证 明 
Tr(s) TS 
FG -Tes) cos (TF) 


即 可 . 为 此 只 要 看 出 
Dre(s) =TR(s)Tr(s +1) 
©@ TRk(s+1)-iTR(1 — s)-! = cos (3): 
其 中 为 函数 的 “二 倍 角 公式 ”, @ 为 在 函数 与 正弦 函数 的 关系 式 


T(z)T(1 - z) = TD 


中 , 令 z= (s+1)/2 得 到 的 . 
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8.1 (1) 令 工 = K(VPi,… ,VPn). 设 p 为 Ok 的 非 零 素 理想 , 而 p 之 下 的 素 
数 如 果 不 是 2,p1,… ,pn 中 任何 一 个 , 那么 , 根据 命题 5.2 知 , p 在 工 中 非 分 歧 . 如 
果 p 之 下 为 某 个 素数 pi, 那么 因为 工 也 是 由 K 添加 V7 (i 关 i) 和 V7 生成 的 ， 
按照 命题 5.2, p 在 工 非 分 歧 . 再 有 , 如 果 p 之 下 的 素数 为 2, 那么 p 在 工 中 非 分 
歧 由 工 CK(Cp,，,… ,bp。) 以 及 命题 5.2 得 到 , 对 于 此 断言 也 可 从 以 下 得 知 . 设 K' 
为 数 域 , o e Ok',a = 1 mod 4, 又 设 p/ 为 Ok, 中 在 2 之 上 的 素 理想 , 那么 zxr 在 
全 (V 中 非 分 歧 ， 这 是 因为 + 工 为 1(T) = 72 -了 + 1 Oke[7| 的 根 ,而 
f(T) = 2T 一 1= 一 1 mod p/. 由 命题 6.39 得 到 断言 . 

(2) 由 (1), K(Vi,… ,Vpn) 包含 在 K 的 绝对 类 域 六 中 . 因此, #(CI(K)) = 
[区 :K] 为 2 = [K(VFi… ,Va) : K] 的 倍数 . 

8.2 令 K=Q(V3). 根据 CI(K) = {0} 与 命题 6.114, CI(K,Ok) 同 构 于 KK 的 两 
个 实 素 点 所 给 出 的 同 态 OX% = { 土 } 一 (RX /RX0)9? 的 余 核 . 因此 CL(K, Ok) 2Z/2Z. 
于 是 K(Ok) 为 K 的 二 次 扩 域 . 另 一 方面 , K(V-1) = K(Cs), 故 由 命题 5.2 知 , Ok 


习题 解答 区 


的 所 有 非 零 素 理想 在 K(V-1) 中 非 分 歧 . 于 是 K(V-1) < K(Ok) (88.1(g)( 三 )). 因 
此 , 对 于 素数 p 夭 2,3 有 
3z,y EZ 使 得 p=z? 一 3y? 舍 p 在 K(V-1) = Q(Ga) 中 完全 分 解 
兮 D 三 1 mod 12. 

这 里 的 第 一 个 今 由 命题 5.27 得 到 . 

8.3 计算 Hilbert 符号 时 , 因为 (pi,ai)p, = 一 1, 故 A(pi, ai,Q@) 为 可 除 代 数 . 另 
外 , 当 i>j 时, 由 于 (pi,0i)py = (pjs07)py = 一， 故 Alpis0i,Q) 与 A(pj,0y,Q) 不 
同 构 . 


3 角 数 , trigonal number, 8 
4 角 数 , square number, 8 

T 函数 , gamma function, 79 
入 不 变量 , 和 -invariant, 405 
4 不 变量 , jinvariant, 405 
5 函数 ,zeta function, 68 


Abel 群 基本 定理 , fundamental theorem on Abelian groups, 24 


Bernoulli 多 项 式 , Bernoulli polynomial, 75 

Bernoulli 数 , Bernoulli number, 75 

Birch-Swinnerton-Dyer 猜想 , Birch-Swinnerton-Dyer conjecture, 464 
Brauer 群 , Brauer Group, 252 


Dedekind 环 , Dedekind ring, 96 

Dirichlet 二 函数 , Dirichlet 二 function, 68 

Dirichlet 单位 定理 , Dirichlet unit theorem, 6 

Dirichlet 素数 定理 , Dirichlet prime number theorem, 210 
Dirichlet 特征 , Dirichlet character, 68 


Eisenstein 多 项 式 , Eisenstein polynomial, 157 
Eisenstein 级 数 , Eisenstein series, 306 
Euler 系 , Euler system, 433 


Fermat 猜想 , Fermat conjecture, 466 
Fermat 大 定理 , Fermat's last theorem, 1 
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Ferrero-Washington 定理 , Ferrero Washington theorem, 388 
Fourier 变换 , Fourier transform, 445 

Frey 曲线 , Frey curve, 468 

Frobenius 共 罗 类 , Frobenius conjugacy class, 151 

Frobenius 置换 , Frobenius substitution, 151 


Gauss 和 , Gaussian sum, 126 
Greenberg 猜想 , Greenberg conjecture, 428 


Hamilton 四 元 数 域 , Hamilton quaternion field, 249 
Hasse 互 反 律 , Hasse’s reciprocity law, 256 

Hecke LL 函数 , Hecke L function, 222 

Hecke 环 , Hecke ring, 360 

Hecke 道 定理 , Hecke's inverse theorem, 321 

Hecke 算 子 , Hecke operator, 360 

Hecke 特征 , Hecke character, 222 

Herbrand-Ribet 的 定理 , Herbrand-Ribet’s theorem, 430 
Hilbert 记号 , Hilbert symbol, 43 

Hurwitz 5 函数 , Hurwitz zeta function, 74 


天 -代数 , K-algebra, 250 
Kummer 判别 法 , Kummer's criterion, 108 


Langlands 猜想 , Langlands conjecture, 454 


Mordel 定理 , Mordell's theorem, 24 
Mordell 算 子 , Mordell operator, 302 


n 角 数 , n-gonal number, 7 


Pell 方程 , Pell equation, 6 

Petersson 内 积 , Petersson inner product, 361 
Poisson 求 和 公式 , Poisson summation formula, 445 
卫 进 工 函数 , p-adic L function, 82, 385 

p 进 赋值 , p-adic valuation, 49 

p 进度 量 , p-adic metric, 51 

2 进 绝对 值 , p-adic absolute value, 51 

了 进 数 , p-adic number, 2 

Pp 进 数 域 , p-adic number field, 48 

了 进 整数 , p-adic integer, 54 


Ramanujan 猜想 , Ramanujan conjecture, 300 


索 引 “25. 


Riemann 5 函数 , Riemann zeta function, 68 


Selberg ¢, Selberg ¢, 453 

Selberg 迹 公式 , Selberg trace formula, 450 
Siegel 模 群 , Siegel modular group, 368 
Siegel 上 半空 间 , Siegel upper half space, 368 
Siegel 自 守 形式 , Siegel modular form, 368 
Stickelberger 元 , Stickelberger element, 431 


Tate 模 , Tate module, 462 
Tate 扭转 , Tate twist, 431 


A 
阿 代 尔 , adale, 174 
阿 代 尔 环 , adale 环 , 135 


B 

半 稳 定 椭圆 曲线 , semi-stable elliptic curve, 460 

半 稳 定 约 化 , semi-stable reduction, 460 

本 性 零点 , essential zero, 206 

本 原 的 , primitive, 126 

表示 的 等 价 类 全 体 , equivalence classes of representations, 450 
波动 形式 , wave form, 361 

部 分 Riemann ( 函数 , partial Riemann zeta function, 74 


C 

参数 化 , parametrize, 466 

乘法 约 化 , multiplicative reduction, 460 
重 数 , multiplicity, 450 

除 子 , divisor, 181 

除 子 类 群 , divisor group, 181 


D 

代数 数 域 , algebraic number field, 85 

单 变 量 代数 函数 域 , algebraic function field in one variable, 138 
单位 定理 , unit theorem, 178 

单位 群 , unit group, 97 

第 二 补充 律 , second complement law, 42 

第 二 类 特征 , character of the second kind, 394 

第 一 补充 律 , first complement law, 42 

第 一 类 特征 , character of the first kind, 394 

度量 空间 , metric space, 51 


“26 索 引 


度量 空间 的 完备 化 , completion of a metric space, 53 
对 偶 , dual, 190 


E 

二 次 曲线 , quadratic curve, 38 

二 次 剩余 的 互 反 律 , quadratic reciprocity law, 41 
二 次 型 数论 , number theory of quadratic form, 8 


F 

非 分 裂 乘 法 约 化 , nonsplit multiplicative reduction, 460 
非 分 歧 , unramified, 114 

非 分 歧 扩张 , unramified extension, 159 

非 平凡 零点 , non-trivial zero, 206 

非 正则 素数 , irregular prime, 374 

分 解 群 , decomposition group, 166, 416 

分 离 的 , separated, 146 

分 裂 乘 法 约 化 , split multiplicative reduction, 460 
分 歧 , ramified, 114 

分 歧 指数 , ramification index, 149 

分 式 理想 , fractional ideal, 97 

分 圆 Zp 扩 域 , cyclotomic Zp-extension field, 414 
分 圆 单位 群 , group of cyclotomic units, 436 
分 圆 特征 , cyclotomic character, 392 

分 圆 域 , cyclotomic field, 120 

赋值 环 , valuation ring, 142 


G 

高 , height, 17 

共 箔 差 积 , different, 153 

共 示 类 全 体 , conjugacy classes, 450 

谷山 - 志 村 -Weil 猜想 , Taniyama_Shimura_Weil conjecture, 465 
惯性 群 , inertia group, 416 


H 

函数 方程 , functional equation, 81 
好 约 化 , good reduction, 459 
核 函 数 , kernel function, 451 

坏 约 化 , bad reduction, 459 

环 同 态 , ring homomorphism, 44 


.27 . 


J 

基本 单位 , fundamental unit, 99 

积 测度 , product measure, 186 

极 小 Weierstrass 模型 , minimal Weierstrass model, 460 
加 法 约 化 , additive reduction, 460 

尖 点 形式 , cusp form, 357 

解析 延 拓 , analytic continuation, 75 

紧 拓 扑 空间 , compact topological space, 146 
久保 田 -Leopoldt 的 p 进 工 函数 , Kubota-Leopoldt p-adic L function, 380 
局 部 紧 空 间 , locally compact space, 146 

局 部 紧 域 , locally compact field, 146 

局 部 域 , local field, 147 


K 
可 除 代 数 , division algebra, 249 
可 逆 元 , invertible element, 6 
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